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4
PROLOGO

La creciente contribución de las matemgticas a la cultura del
mundo moderno,, y su importancia como parte vital de la educaci6n
cientifica y humanistica, hecho necesario que las matemáticas
del programa escolar se seledcionen juiciosamente y que se enseften
bien,en nuest d\escuelas.

Tomando sto)en consideración, 1:as organizaciones de ma e-
mAticas,en lds tstadosynidos cooperaron en la formación de
Grupo de Estudfo de la Matemgttca Escolar (SMSG). Este gru o lo
constituyen matemáticos de colegios y universiaades, maestr s de,
matemAticas de todos los niveles, expertos en educación y r pre-
sentantes de la ciencia y la tecnologia. El prop6sito gene al del
SMSG es el mejoramidnto de la enseñanza de las matemAticas en las
e$cuelas de.los Estados Unidos... La Fundación Nacional de C encias
ha provistd fondos sustanciales para el financiamiento de d ta
labor.

Uno de los prerrequisitos para :el mejoramiento de la ens ftanza
de las matemgticas en nuestras escuelas es un mejor programa de
estudios, un programa que tome en consideración el uso creci nte
de las matemáticas en la ciencia, la tecnologia y otros camp s del
conocimiento y que,,a,la vez, tefleje los avances recientes e las
matemgticas mismas. Uno de los primeros proyectos del SMSG -fue
reclutar un.grupo de matemgticos y maestros de'maLemtic d s-
Ntinguidos para preparar una serie de libros de texto ilus rativoS
de un programa de estudios como el ya mencionado. ,

Los mateffigelcos profesionales en el SMSG -creen que jel con-
tenido matemgtico presentado en este texto es valioso pa a t dos los
ciudadanos cultos de- nuestra sociedad, y que su.aprendii je e impor-
tante para los estddiantes que van a ingresar en univers dade como
preparacj.6n pa a estudios avanzados en este campo. Al m smo
.los maestros h el SMSG creen que la forma en que aqui se p esenta.
el material d estudio facilita al estudiante su asimila i6n.

En la mayoria de log caios el.material parecer.famJ4liar,
su presentacidn y punto de,vista sergn diferent s. Alvin mat
serg'completamente nuevo efi relación con lo p ogramas de estu
tradicionaleS. Asi debe ser, porque'las mat ticas constituy
una disciplina viva y en constante crecimiento-y no.un product
inerte. y rigido de la antigUedad. Esta fusión saludable entre
antiguo y 10 nuevo debe guiar a los estudiantes has.rica una mejo
comprensi6n de los conceptos básicos y 4e la estrudtura de las

. matethdticas y ofrecer una base sólida para la comprensión y'el
de las matemgticas en una sociedad cientifica.
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No pretendemos que este ltbro se considere como la tiniCa .

mamera defimitiva de presentar,correctamente las matem4tieqs a aos
G--egtudiantes en esd'e ravel. Eh cambio debe considgrarse como u
muestra de la clase de programa de estudios que,Aecesitamos y como
una fuente de sugerencfas para los autores de.textos comercia es.
Esperamos sinceramente qup estos textos seftalen el camino haci,a
una_e .125 2 12 :SS !I ffcativa de las.matemáticas,.
disciplina que.es la reitra y sierva de las ciencias.

,
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PREFACIO

. . .

.

Estejibro.se proyect6 para el curso de introducci6n a.la
:gegMetrfa que se ensefta generalmente Aurante el ddeimo grado.:
escolar (edades:de 15.a 17 aflos). A estas alturas los.alumnos'-
ya.han aprendido bastantg geometrfa intuitiva,'inclvendo el c6m- f
putdi de Areas Y voldmenes de. las figures mgs Conocidas, .1a relacidn
pitag6rica y el uso'de los rignguIos rqctgngulos semejantes en el

1. alculo de alturas y .distan 1- as no dadas. Aquellos alamnod Clue no
.

hayan Iratado estas:cuestipnes.posiblemente necesitargn horas Oar*
ordinarias de esfuerzo, pero al/n astpodrgn es diar el libro aunque.

,
.sea a un ritmo algo mgs lento. En cuanto al,g ebra,.no se requieren

' conocimientos y-d-6Strezas.adicionales a los qde hOrmalmente Se
aprenden en:el'curso anterior de novena grado.

4
.. . .

,

El libro se dedica principalmente d'la georrietrfa del plan();
.tiene tambidn unos pocos capftulos dd la geometrfa del espacio y al
,final una breVe introducci6n a la geametrfa analftica. Parece

. natural, en ut" prefacio, explicar las novedadea que ofrece el.librO.
Comprendemos, esde luego,4:elTeligro envuelto. Una larga lista 047. 416

innovaciones ofrecida para pamar.la atdncidn de1 ledtor, puede muy
bien dar la impresi6n de'que lOs autores sd han dedicado al inde,.
sdable .prOp6sito de hacer cambios pOr el mero"gusto de hacerlas.

...ftib ha sido 4ste nuestro_proVolito. Desde el principio hasta el
final hqmoA tep.ido la firme conviccidn-de que el contexto tradicio-
nal de la geometrfa de Euclidesoivistifica con creces,e1 puesto
eminente que ocupa en los estudios de la ensefianza seAundaria; los..
cambios que hicimos.los hemoS crefdo iMperativos.

El esquema fundamental de los postulados es el de G. D. Birkhoff.
En-41 se supone 01 conolqiiliento de lOs ndmeros reales y.se emplean
4'stos libremente en la medida de d.iStanciasy gngulos lo que. ,

cOnlleVa dos ventajas principales.

gn primer lugar, los ndmeros realds nos dan en cterep mod() una
ventaja inicial. Se ha sefialado acertadamente que los, postulados.

. de Euclides no bastan como fundaMento 16gico de la geometrfa y-que
el desarrollo de 4sta sobre tal base no alcanzael debido rigor
segdn se exige-hoy.en dfa.. Hilbert mejore, a.la vez quesdclard,
los postulados de Euclides.. Pero los fundamentos de la geometrfd,
a la manera (16 Hilbert, no son partetde'la.matemfitica elemeAtal y .y

.

no" caben en,e1 programa del d4amo grado, Si supoDemos jok ndmeOs
reales, como'lo hace BirkhOff, entonces podremos manejar mga

.mente nuestros postuliidos.y nu tendreMds que verhos en la7molesto
.disylint1v4Ae elegir entre. exactitud'matemgtiCae

*
'

°

ED SegUndo kgar, parece Una-'buena idea relacionar la geometrfa
.

: con el gligebra, eirtarkto- sea .posible hacerlo,- de-manera que el

xi

111_-_ Q."
I
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conkimietitt;o en um): de estosz cainpds. contribuya Idgicamentg; 4%44 .. ."_;,...w.,,
mejor coMprensidn.. clic atilb. materiea.' Algunos de slos temas.tu-....,..'s
diados. en la -geom&rfa. *son- (s,e.pcialmente algebrAicos. Est'es 1.. 6. ?.:pier.to,.' pbr. eiemplo, en.ctianto a:1.as relaciOnes de proPox:cionaW

. -:4.4t-:..,

diid ext .1.Os tcifingulos .Sertiejantes. .. En este librd .discutteitios.:talefli.'...'1.e.
-temasalgebraicamente para asf ldestacar- c6mo se, relaCion'an con-)el, 0-:i7'
tr.ibajo de lps gr.Oos, novenO y und4eirrio'.. --- ..

. .11,...
.. . .. .
.... .. .

''!. 7 ''"w. )
0:,, w -

... 'Esperamos que ls- excUnciados d,e: las def.inicions: y tearel4at '-. . ,...".;67
sean precisos; not hemos iesforzado 'rpdrque lo saanr

. 14 nkiskib: que ,..,;°::.',;..,,-
,un dbogado necesita aprenderi a' redac-tar contratos quA.11.gdn lo .quo",.
se quiere..que digan, asf .un estudiante de matemt0.ckt.titcesita: ,,;,,:.'e

:aprendet a escrj.bir -ciraeiones matemgticas què pued0:i. 'it.ept#,S,C -,-s, .-;
literalmente. sin embargo, no-nos 'hacemos Id.u.0..ohes. en ,,Ant,o a,s,.. 'f.."'.,:,,,, '''' ..,que .este-tipo de. precisi pUeda stistituir -la-"penetraciAh intui ... ..-...,

..-.:uPon, eso; ba'satnos. el'plan del teito. y. de tos tireitlemas,-.eti nues,trk,'
creencia de .que la intuici6n y 'la lAgica deben marr cog,i0jis, -,,

- ( ,,..del. braz9:'.

4
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EL SENTIDO COKUN Y EL
.:
,..!iBER-SISTEKATICO-

1-1.

-c

Dos de pabiemas

se parte

,UOEI

Consideta los siguientes ftoblemas:
,

1. Un degmento.rectilfneo de 14 pulgOas de Iorigitud

en dos. 'Si una de ras partes es,,de 6 pulgadas, Lcugl es.la lon-

gitud-de 14 otra?

. En un .cierto rect4ngulo, la suma de su longitud y anchura

es 14 ,(iedfda -de puigadas). Un segunda rectgngulo ttehe

gituetres 'Veccs la Longitud.del primero,-y_de anchura el doble.

El perfmetre 'del segundo rectingulo es 72. LCugles son las

'dimensiones.del pqmer rectgngulo?

'La respuesta-del problema I es, desde luego, pulgadas, ya

q4 6 "+ 8 Podrfamos resolver este problema algebraicamente,''

7

, .

si quisigramas, formullando. la ecuacidn.,.

-6 + x 14,

y resolvAndola para.obtepdr x - 8. Pero esto'parace un poco

por Ser tan irinecesario. Si todas las ecuaciones alge-
,

,braicas fupran asf de superfluas, 11.141gu44 1;k99rwiseriAs4,:liegi-.-
praocuparfa por eilas; en verdad, lo mgs probable.,es que jails

las hubieran inventado.

El problema 2, sin embargO, ed otra cosa:. Si la longiiud y

la dnchura del primer rectgvuio fueran x e y, entonces la 1on-.

gitud y'anchura del segundo rectgngulo.serfan 3x 2y. Por

.elo,tanto,

3x + 2y id . 72... 36

porque la suma de la longiEud y anchura es la mitad del perfmetro.

Sabemos ya que x + y 14. Asf es que tenemoS un sistema de dos ,

, .

ecuaciones lineales 'en dos incdgnitas:

ci
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x + y

3x + 2y' = 36

'

Para,resolverlo, multipIicamos cada tgrmino-de la prithera.eduacidn

pot 2, obteniendo

Zx + 2y = 28,

y luegorestamos esta-ecuacidn, t&mino a tgrmino,

Esto nos da

x = 8.

1

. .

la segUnda.

Toda vez que m + y 7 14, tehemos que y = 6, lo quecompleta la

solucidn deouestro problema." Es fgal comprobar que una longitud

de .8 y una anchura sde 6 satisfacen las condiciones del problema.

En cierto modo, estos dos problemas parecen'anglogos. ero,
,o

en un sentido muy importante, son diferentes. El.primero es lo que*

llamarias tin problema de sentido comdn. Es muy fgcil anticipar

.cugl debeppt_la.respuesta,'y taAbign es muy fgcil comprobar,que la`
,

contpstaci prevista es en realidad 14i correcta. El:Segundo pro-

bletha es muy distinto,. Para resolved, necesitamos saber algo

acerca.de-los mgtodos matemgticos.

Hayliaso's parecidos en la geometria. dondidera los siguientes

enunciados: )

1. Si un trigngulo tiene ladbs con longitudes 3, 4 y 5, ee

recangul6 y tiene un gngulo recto opuesto al lado mayor.

2. Consideremos un.trigrigulo con lados a, bi-c. Si

a2 b2 c2
2

el trigngulo es rectgngy.o y tiene un gngulo recto opuesto al lado
* ,

mayvi.
t

Al primeroi, de eqos.enunciados era conocido de los antiguos

egipcios. Lo comprobaron mediante La exprimentacidn. Tathbign
Se

..td puedes comprobarlo, con regla y compgs, dibujando un trigngulo
,

.1.;de lados 3-4-5, y iudgo midiendo con-un transportador-ef gngulo
k

,,opuesto al lado mayor. Debergs tener en caenta, sin embargo, que

este tipo de comprobatidn es solaniente aproximado. Por elemplo, si

1
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el gngulo tuviera rbalmente 89'; 59' 59", en Vez de 90.0, diff L--1
.

. . mente podrfas notar la diferencia a bade meramentb de la fig,ra)
,

que.dibujas y la medida que .tomas con tu transportador. Sin
1 embargo, el "mgtodo egipcie es un Mgtodo de sago sentidq comen

Tara comprobar un hetho experimental.
.

..

. Los egipcios.tenfan gran destreza pata medir obletos ffsicos.

Las arist'as de la base de,la gran pirgmide tienen cerca de 756. .

.

pies de largo; y las longitudes-de estas cuatroaristas coinciden
,

salvo un error d"e unos dos tercios de pulgada.-4Nadie parece saber,

hoy dfa, c6mo los constructores lograron tal grado de exactitUd.

El segundo de los enuncia4os anteriores era desconocido de los

egipcios; Se descubrid mgs tarde por los griegos. Este segundo

enuntiado es muy diferente del primero. La diferencia fundamental

° estriba en que hay infinitas posibilidades para a, b c. Por

ejemplo, tendrfas que canstruir triingulos, y,tomar Medidas con el

ti.ansportador,'para todos los casos.siguientes:

a b c

1 17 VT

(/-
2 1.

2 2 8

3 1 1/170

3 2 V1.5

3 3 . Via-8

y asf sucesfi/amente, sin acabar nufica. Parece estgril el querer

verificar nuestro enunciado general1rSediante un ekperiplento, ni

siquiera eh forma aproximada. Por eso, una "Persona 'razonable no

quedarg convencida de quemel segundo enunciado 'es ciei.td en todos

los casos hasta'que vea alguna raz6n l6gica que impiique.su gerteza,

en todos los casos.

En realidad, por eso fueron los griegos,* y no los

quienes descubrieron que nuestro segundo enunciado es

egipcios enan muchos donocimientos de geometrfa del

llamamos de sentido pomdfi.. Pero los grlegoi; hallaron

egipc

cierto:- os

tipo que

algo mejor, y
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Mucho mfis-poderoSo: Oescubrieron la ciencia del. correct razo-

namiento geomdtrico.' Mediante el razonamiento correeto a rendieron
)

'muclias 'cosas desconocidas anteriormente. Lo que4aO'rendieion

tituy6 el primer peso de avance hecia la matemfitica modern, y, por
.lo tanto haàfa la ciencia moderna en general. /

\Con unto deTroblemas
\

. Trata el siguiente experimento: Coge un.pedazo de cordel,

como de seis pies de largo, y col6calo en el piso.formando un
4

1azo.con sus extremos sueltos:

Luego, tira del.os'extremos. det cordel, estrechando el lazo

hasta que te parezca que estfi del,tamano de tu cintura.
4-

Comprueba tu cfirculo, midiendo.tu.cinturacon el cordel.

p4s, que hSgas'eso,lee la observacidn que hay al final de

,este conjunto de kohlemas.

2. De este par de preguntas, la peimera se puede cohtestar por

sentL43 comdh". Da:solaMente la re8pueste. La segunda

requiere alguna aisitatica o proceso algebraieo para su solucidn.

Muestra el trakajo que hiciste para enc ntrarla.

a. .1,CufiI es la mitad de 2?

b. ICugi es la Mitad de 135.,790?

3. Contesta c6mo lo hiciste en el probiema 2:

, a. Un tercio de la distancia entrb dos ciudades, es 10 .millas.
-,.-

.1,Cu41 es la diptancia campleta?

..
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. b. La distantia entre dos ciudades es 7 millas mis que un
6 4

tercio de la distancia enre ellas. Lat41 es esa dis-

tancia? ,

*4, Contesta como en el problema 2:
4

a. Si un pedazo de alambre de 5 pulgildas se corta en dos partes.

de manera'que el largo de\una parte sea 4,veces el de la otra,.
. .

zqug largo.tiene cada parte?

b. Si un pedazo de alaMbre de 5 pulgadas se torte en dos partes

tales que el cuadrado formado doblando un pedazo tiene

cuatro-veces el grea del/tuadrado que se forma'doblando el

'otro, imp0,1argo tiene cada parte?

5. Si los,ladOs de Uri trigngulo son 5, 12 y 13, lser.1 rectAngulo?

6. Si, independientemente uno de otro, dos elumnos miden con

curdado el ancho de un sal& usando regla liuno mide de iz-

quierda a derecha y el otro de erecha a zqu, rda; es de espe-
.

rarse que obtengan distintos resultadoS. 1uedes comprobar'

esto mediante un.experimento. LCugles de las siguientes son

explicaciones plau'ibles de la discrepancia?

a. Las reglas tienen longitudes diferentes.

b. Un-alumno puede haber perdido la cuenta del ndmero de

pies en el ancho.

c. 'Los objetos son mfis largos (o ms cortos) de izquierda a

derecha que de derecha a izquierda.

d. Los errores cometkdos al cambiar.la posicidn de la regla se

acumulan, y la sums de esos.pequeftos errores es un'error

discernible.

. 7. Muestra que n2 - 2n + 2 n si n 1. ISerg cierta la

ecuacidn cuandp n 2? 0 si n 3? ISerg siempre cierta?
2 2

8. a. Si 3 , 5,,y 7
2

se dividen cuatro, lcugl es el resto
en cada caso?

b. lCugntos enteros impares tendrfas que duadrar y.dividir por

) 4 papa garantizar que las divisiones den siempre el

,misma resto?

.40

1 II

0



.Ndmero de
.puntos

unidus

Ndmerdde regiones
que se forman

*

4 8-

0170
5 6

En lugar del signo de interrogacidn, pon el ndmero que cr

tcorrecto. Verifica tu respuesta a base de un dibujo en e
%

cual seis pyntos de una circunferencia se unen de todas las

maneras posibles:

10. Las siguientes ilusiones 6pticas muestran que no siempre puedes

juzgar por las-apariencias. Como dice la gente: "las apa-

rienciaS engañara.

a. zSerA ICD -una continuacidn de' AB?

Comprtieba tu respuesta con una regla.

A

b., tSOn RS x ST,Iguales en longitud?

Compara,16 longitpdes usahdo tu

-regla .6compds. -
x

c. ,4Qud figua aerie la mayOr area?

C b

4.

I .
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d. iCuAl es mgs largal, IAB o CD?

Comprueba usando tu'regla.

?

171

*11, Up una regla para comprobar la exactitud de las medidas de
,

la figura. Muestra lue si estas medidas son correctas, la

suta de las areas de las cuatro partes deh. regtgngulo es

mayor' que el grea del rectgngulo. ..Extraflot, Lno te parece?

4

*12''Un viaje de 60 minas se harS a una'velocidad media de 6,1)

lAillas por hora. Si las primeras 30 millas se recorren a

30\millas por hora,-/Aqp4 velocidad debergn recorterse las

30.millas?

'Obsetv cOn sabre pi.00lra 1. Casi todo el-mundo escoge

un laze cer a del doble delo que debiera ser. POsall.e_pbtener

muchos mejor s resultados bon el mftodo siguientg: la rongitud de.

tna circunf,erencia es iguarair veces el digmetro, y zproxima
,

daTehte-igual a 3. Por 14 tatto,.el digmetro es comQ erci de la
,.

.

longitud,de la Circunfetetlt(Aek. Si tienes, pongamos, 21 pulga as de
.

, .

e
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cintura, esto quiere decir que el ancho del lazo deberg-ser de'

pulgadas. EstO'parecerg iperefblemente pequehO, mas pi

has'pensado matemgticamente, tendrgs el valor de tus cOnvicCiOnes

-Este es uno de *muchisimos casos en los que es preferible trat r

el problema en una forma matemgtica por cruda que sea, que dar

palos a*ciegas.

1-2. Un desarrollo lhico sistemgtico d8 la.geametrfa

Si te detienes a pensar, te dargs.cuenta que ya poseei mUchoS.

conocimientos §Romdtricos. Por ejemplo, sabes cdmo hallar. el

grea.de un rectgngulo,'y la de un trigngulo rectfingulo, y hasta

.quizgs ia de un trigngUlo cualquiera, y tambidn conoces la relaCidli

pitagdrica para los tr,igdgulos rectgrigu1oS.. Algunas de tus nocione

son'tan simples y tan obvias que nunca se te hubiera ocurrido escri.

.birlas y menos considerar si son o no ciertas. La siguiente es

una de ellas:

Ios rectas nb se pueden cortaii.en mgs.de un punto.

Pero_ otras, como la relicidn pitagdrica, jlo'son obvias en

absoluto',.mas sfaorprendentes. Nos,gustarfa organizar nuestro con

cimiento de.la geoTpitria, de manera 4e los enunciados mgs compli-°

cado4 pudieran deducirse de los mgs sencillos. Esto nos sugiefe

la posibilidad de hacer una-tista de-lo que sabemos de geometrfa, .

empwando gor loa enunciados mgs fgciles y sencyillos, y seguir luego
.

con los mgs diffciles. Podrfamos tratar de o denarlos para que cada

enunciado en J.a.lista se:Puede derivar dero,I anteriores mediante (
,

,

razonamiento thico. ,

i

1

. La ve'rdad es que:SeguiremosUn kogra a muy parecido. En
ti

ncia-

remos definiciones, .. tan ctara y exactamente como podamos;. y dpri-

varemos'losTrineWos de la geometria mediante demostraciones"

thicis. Llamaremos teoremas a lop enunciados que demostremols.

(1.1 demost;acOn 'de teoremas no es un deporte de espectadores como



1-2

tampoco lo es la aritm$ticS: la mejor manera de aprénderla es
..hacandola Por lo tanto, en este curso,..tendrgs muchas oportu-

.nidades pars demostrar mdchos teoremas td
6

\

Aunque demostrardmos casi *todas las afirmacion4s que hagamos

sobre la geometria, habrg algunas exceptiones. Los enunciadosmgs
_

1 .sencillos y mAs fundamentales se ofrecergn sin demostraci6n. A,
.

4stos los llamaremos postulados; y sergrila base sobre la cual se
._

construirg. De la misma manera, usaremos los tgrminos mgs sencillos
y mgs fundamentales de la geometrfa sin definirlos; a $stos los
llamaremos Wminos no definidos. Basaremos en ellos las defini-
clones de'eptros t4rminos que vamos a usar. ,

.-mo) A primers vistai.parecerfa mejor definir todos 14 tgrminos. . .

ue empleemoS, y demostrar toda afirmaci6n que agamos.- Pensn-
dole un poco nos damos cuenta que ello es impos le.

/

C dera-primero la cuesti6n de los postulados. La mayorfa
de s veceS, Cuando probamos un teorema, lo hacemoS sefialando

que /.

se deduce. 16gicamente de otros ya demostrados. Pero es clsro que

no siempre se pueden hacer-las demostraciones.de esamanera. En
particular, no es posible demostrar asf el primer teorema, porque

en'estp caso no hay otros demostrados previamente. Pero tenemos

que empezar en algdn pato. Esto significa que..habremos de

aceptar algunas afirmaciones sin demostrarlas. Estas son los postu-

lados.

, El prop6sito al enunciar los postulados es aclarar justamente,

d6pdeps que empezamos y qu4 Clase de objetos.matemgticos estu-

diaxnos. Despuds nos serg posible conStruir un cuerpo de doctrina

s6lido y organizado referente a esos:obAetos.

Del mismo modo que eMpezilkos con afirmaciones no demostradas,

tambi4n empezamos con t4rminos nd definidos. La mayor paite del

tiempo, al ofrecer una definici6n de un nuevo tdrmino geom4trico,

lo defin#os.mediante otros,t4rminos geomdtrtcos ya definidos.

Pero es claro que las definiciones no pueden siempre funcionar.de

f
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esa manera. 'En particular, la Rrimera.definicidn no puede enun- .

.ciarse ast porque en este caso no hay t4 inos geomdtricos defi-

nidos con anteritiridad. Pero tenemos que
f

_'.momento. t to significa
N
ue introducimos

tricos sin d Athirlot$ y

definiciones.Usaremos

de definirlos. Tree de

recta y

pezar en algin
-4..

algunos tdrminos geota-

luego los usamos'en nuestras primeraslk
(

los mgs sencillos y fundamentales-sin efttar.

estos tdrminos no definidos sbrgn pUrktb,

Los postulados, desde luegd, no'se fabrican a capricho. (Si

as't fuera, no tendrfa la,geometrta interds o importancia alguna.)

Los postulados describen propiedades fundamentales del espdcio.

De la misma manera, los tdrminos no definidos, punto, recta, plano,

son ideas basadas en objetos ffsicos. Para represeytar un punto

con alguna tidelidad, haces una marca en el papel An la punta de

un lgpiz. Para conseguir una mayor aproximaci6n a la idea mate-
.

mgtica de punto, debergs primero afilar el lgpiz. El dibujo es

todavfa aproximado, desde luego: una man:pita en el papel tiene

alguna area, o de otro modo no se podrfa ver. Si piensas en marcas

hechasTor lgpicgs csda vez mgs afilados, tendrds una buAa idea.

de lo que pretendemos al usar el tdAnino no definido, punto.- -

Cuando usamos.la palabra recta, tenemos.emente la idea de

dna lfnea recta. Una reata, sin embargo, se supone que se extiende

indefinidamgnte en ambas direcciones. Indicaremos esto en el

dibujo, generalmente, marcand'flechas en los extremos de las

porciones de rectas que dibujemos:Asf:

Usaremos la palabra segment() para una figura que'se parezca a dsta:

, 4

Un cordel fino bien esiirado es unalbuena realizacidn aproximada

de un segmenta. Si.el cordel es un hilo finfsimo bien estirado,

tendremos una mejor aproximaci6n. Y asf sucesivamente.-

J

-
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Piensa en una superficie,Rakfectamente lisa que se extiende

indefinidamente en todas las direcciones, y tendrgs una buena- ea
de un piano.

:Deberfs recordar que-ninguna.de las oraciones anteriores es una'
dpfinicidn. Son meraMente explicaciones de ras ideas que la gente

se imaginaba cuando se enunciaron lolystUlados. Al elaborar

demostraciones, la informaci6n ofrecida en Os postulaclos serg la
que tendremos en la mente acerca de los'puntos, las rectas, y los
planos.

Aljimos que los teoremas se demostrargn mediante el razonamiento.

16gico. No hemos explicado adn que es el raZonamiento 16gico y la
4

verdad es que no sabemos cdmo explicar esto por adelantado. Segdn

sigas el curso, comi3rendergs,cada vez mgs la idea de lo Clue es,

porque vergs c5mo se usa y mejor todavfa porque lo empleargs td

mismo. Esta es la manera como todos los matemgticos han aprendido

a saber 10 que es y lo que no es una demostraci6n.

Al comienzo del prt5ximo capftulo, daremos una breve explicacidn.

de la idea de conjunto y repasaremos brevemente los fundardIntos

del glgebra*de los ndmeros reales. Durante el curso usaremos con-

juntos y glgebra, y basaremós mayormente en ellos el estudio que

haamos de la geometrfa. No constituirgn parte integrante de

nuestro sistema de postulados y teoremas, sino que pensaremos en

eilos como cosas con las que estamoS trabajando. Suponemos que

contamos con ellos desde el principio; algunos de nuestros postu-

lados comprendergn ndmeros reales; y tambiln emplearemos yJ. glgebra

elemental en algunas demostraciones. De hecho, la geometrfa Te1

algebra estgn estrechamente relacionadas y serg mgs fgcil aprender

las dos,si Seftalamos sus relaciones lo antes posible.

1.;

S.
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Oftjunto de ptoblemas 1-2

/: Un alumna, al.que interesaba conocer el signiificadO de .1a

ptalabra "dimensidvi;,' la busc6 eqtun.- ditclonario. Este

dictionario nb daba defLniciones como las que tenemos en

geometrfa sino que ofrecia sindnimos de las Palabras. El

aluthno hizo el siguiente esquema:
_

dimensidn - medida-

-

L

tamafto

extensión
Klongitud - diAnsiai mAs

o

o large

.tamafto
<dimensión .

medida

a. .SeAala en el esquema una lista circular e tres palabras

(Pada una de las cuales tiene a la siguiente como singnimo.

(En:una lista circular, se supone clue el primer tgrmino

sigue al dltimo.) ,

b. Haz una Aista circular que contenga cuatro palabras con esa

propiedad.

*2. Prepara un esquema semejante al del problema 1 .empezando ton

cualquier palabra de'tu diccionario.-

3. Juan convenci6 a su Mamg de que gl, no habfa ensuciado'con lodo

la alfombra de la sala, seftalando que la lluvia.empez6.a las

5:00 y que gI habfa estado estudiando en su cuarto desde Aas

4:30. Dijo que ma persona no pedehacer algo donde no.estg.

Lo que $1 demostraba (que no arra tr6.1odo en SUS zapatos)

Ruede considerarse como un teorema y la afirmacign de que una

persona no puede hacer algo,en un sitio si no ha estado allf

se puede cansiderar Como un postulado. Busca otro ejemplo de
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un-argumento asf de convincette y seha1..qUS corresponde.al

teorémq, qu6 a la.demostracidky4q44.a losaostulados.'

. 1-2

Juanita: tQud es un arquitecto?

La mamg:

Juitnita:

La mamg:

Juanita: .

La mama:

Juani_ta:

La mamg:

Juanita:, ,

Considerá

no defrnid

tUn'arquitecto? jln arIuitecto'es pn hombre. que

proyecta edificips..
)

tQu4 es "proyecta"?.

Pues--p1anea.

LComo nosotros planeamos una jira?

mgs o menos'asf.

tQu!_son edificios'?

Ah, Juanita, td sabes -

Sf,,ya veo.

0

casas, Iglesias, escuelas.

la conversadi& anterior. tCugles erin los:.tdrthinOs

os en loque concierne a'Juanita?
.

5. Los Ramfrez tienen tres niños. Pepe se gradda ahora de.secun-

daria. Catalina estg, en sdptimo g

0.os. En la mesa surgi6 la .sigui

,Pepe:

o e Isabel tiene puatro

te conversacidn:

,Hoy aprendimos una palabrA graciosa en la clase de

geometrfa paralelepfpedo.

Catalina: Aug- eg eso?

Pepe:

Pepe:-

-Bueno, es un s6lido. Td sabes lö que quiere decir

s61ido que ocupa espacio. Y estg limitado por

planos. Td sales lo 4ue es'un planó, tno?.

LComo un vidrio de ventana?

Se dice ctist41 de ventana, pero estg -

bn,paralelepfpedo es'un cuerpo limido por parale-

logramos. Una ca,ta de dulcesies uncy, pero, muy
,

garticular porque las seis caras son rectgngulOs.

. 8i tuvieras una caja 'de dulces.ypIie s inclinaila,

por una 'esquina, tendrfas un parafelepfp do. Ves

la. idea?
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to:

10

la.conversaci6n antetiorLqug t4rminos no definidos us6
,

Pepe en su descripcidn?
'A .

6. 1Qt.t6 te parece esta mallas siguientes definiciones

defectuosas?

a. Un 'cuadrado es algo que no es redondo.

Un trifingulcyrectgngulo es un trigngulo cada uno.de cuyos
4

gngulos mide 900 .

c. Un trignOdo equilgtero es,cuando un irigngulo tiene tres

lados del mismo largo.

d. El per.fmetro de uh re9tánello es donde enouentreila suma

de los largos de los lados del rectgngulo.

e, La longivd de una cirounferencia se:encuentra muleipli-

'cando el,digmetro por ir .

siguientes enunciados son ciertos o falsos;

a: Es posible definir,cada tgfmino,gdomgtrico usando tgrminos

gdomgtricos mgs'sencillOs.

b. El razonamiento,geométric6 preciso nos condute a'verdades

geomgtricas que no se pueden deducir de la,medicidn.

c. Los teoremas se demuestran solame447base de definicionds

y teoremas no definidos.

d. Si estgs dispuesto dscribir todos los pasos, tada teorema

se puede deducir de postulados sin recurrir a otros teoremas.

NI 1
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Capftulo 2 .
,

&

CONJUNTOS, NUMEROS REALES Y. RECTAS'

2-1. CoAidntos

Puede ve nunca hayas ofdb la palabra donjunto usada énlas

matemAticas,, perb la Idea es imly.conocida. Tu familia es lin

conjunto de personas que consiste en ti, tuS padrles y tus hermanos,

y hermanas (si algunos). Estes personas son los miembros del con-

junto. Tu clase de geometrfa es un conjunto de estudiantes; sus

miembros son 'td y tus companeros,Z,clase. Un equipo atl4tico

escolar es un conjunto de egtudiantes.. Se dice quelp miemb& de

un conlunto 2ertenece al conjunto. Por ejemplo, td perteneces a

4.6

tu familia y a tu claSe de geometrfa, y'ast sucesivamente. Cori
,

frecuencla, llamamos a los miembros de un conjunto sus elementos;,

las doS palabras, miembros11,elementos, pignifican,exactamente lo
4,1

mismo. Decimos Clue un conjunto dOntiene cada uno4ore sWilementos.

por. ejemplb, ambas tu familia y tu dlase de geometrfa tecontienen..

Si un conjunto contiene todos
1

los eleméntos de otro conjnrito,

decimos entonces que'el primer donjunto contiene al segundq y
.-)

tambidn decimos que el segundo es'un subconjunto del primero. Por

:ejemplo, el cuerpo estudiant11 de tu eseuelA contiene tu clage de

geometrfa, y tu.,clase de geometrfa es un silbconSORto del cuerpo

estudiantil. Decimos que e; subconjunto estfi contenido en el con-

!w junto que.lo-contiene: Por ejemplo, 'el coniuqpOe todos,los

violinistas estd dontenido en tl conjuntdde tados los. mdsicos.,
.

A lo largo de este\libb., considekaremos que las rectas y ros
-

planos son conjuntos deo puptcs. De hecfio, todas las figuras

geomdtricas de que háblaremos son conjuntos de puntos. (Si te

parece, pubdescdtsidefar esa idirmacidn como.un pastulado.)

:

9
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.

.. Cuando'de4mos quefdos conjuntos son igudles, o cuando escri-..
.

bimos la igualdad A R B entre_dos conjuntos A y B, entendemos
,

metamente que los dos copjunt4\tienen exactamente lgs MismOs ele-

,
mentos. Por ejemplo, hea A el conj.unto,de todos los enteros entre

s

'

y 5.1,.y sea .B..el conjunto de todos los enteros,entre- '1 y 5E1

-3- 1.

Entonces' A B,porque cada uno oie los cortjuntos'A y B tiene preci- '-

samente 16s elementos 1, 2,3,.4 y 5. TaMbién, ocurre con frecuencia

que ei mismo conjunto se puede describir de dos maneras diferentesj

si las descripciones parecen dpiferentes, esto no significa necesa-

riamente que los conjuritos son diferentes.

Dos con)untos se intersecan si hay uno 6 mds elementos que

pertenecen a ambos. _Por ejemplo, tu familia y tu cldr de geome-

trga deben intersecarse, porque td mismo perteneces a 1 dos. Xero

dos cslases diferenees que se rednen a la misma hora no se intersecan.

La interseCcidn-de dos conjuntos es el conjunto de todos los objetos

que pertenecen a los dos conjuntos. Por ejemplo, la intersecci&
, )

.

del conjunto de toAos los,hombres'y erconjunto de, todos jotiesicos
_

es.el conjunto de todoS los mdsico? hombres.

Pasando'ba temas matemSticbs, vemos que el conjunto

, ndmeros impares es el conjunto cuyos miembros s4on

;37. asf sucesivamen

Conjunto cuyos miem os son

3, 6, 9,-12, 15,

y.asf sucesivamente. La interseccidn de estos dos conjuntos es

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, ...

'El conjunto de'todos 16s,mdltiplos 'de 3"es el

e tdelos los

\

3) 9) 15) 21).4.46

y asf sucesivamente; sus miembros son los impares que seani'.Mdltiplos

de 3.

.1
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En la gura de abajoi cada uno de los rectgngulos es un con-

,

junto de pOntos,.y s,u.intersecci6n contl.ene exactamente dos
4

puntos. 6

De manera semejonte, cada una de 14s régiones rectangtlares e4.un

conjunto de puntoi, y su interseccidn es'la pequeña regidn rectan

gular en.el medio de la figura. En la figura siguiente, cada urla

de las rectas eg un.conjunto de puntos, y su intersecci6n5rsiste

en un solo punto:
4

,4)

144s abajo aparecen dos conjunto4 d; puntos, cadartno.de los males

eg.una superficie rectangular lisa. La interseccOn de estos dos

conjuntos de puntos eè una parte da una lfnea, recta.

_
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c.

qrseoe

"te
La reuni6n de dollonjuntos.es el conjunto de todos los objetos

pertenecientes a uno de los 'conjuntos o a'los dos. Por ejemplo.)

la reuni6n del conjunto.de todos lo'S hombres y el conjunto de

todas'las mujeres es el conjunto de todos los adultos'. La inter-

seceldn, o la reunidt, dip tres o'mgs conjuntos se define en forMa

semejante. Asf,'un trigngulo,es la reuni6n de'tres conjuntos cada

uno de los cuales es un subconjunto de una recta.

1

4/

La flguVa de abajo es la reuni6n de cinco conjuntos cada uno de los

cuales es un subbonjuho de una recta.

l

I .
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En algunas situaciones, es conveniente emplear la idea del
conjunto nulo o vacfo. El conjuntO nulo es el conjunto que no

tiene miembro alguno. Esta poci6n te puede parecer algo extrafta

al'principio, pero realmente es muy,parecida a la idea del ndmero

0.Por ejemplo, las siguientes tres.afirmaciones dicen todas lo

mismo:

(1) po hay solterop casados en el mUndo..

(2) El ndmero de soIteros casados en'el mundo es cero.,.

(3) El conjunto de todos los soltdros casados en el mundo

es el conjunto nun.

Una vez que introducimos el conjunto nulo, podemos hablar de
la interseccidn de dos conjuntos cualesquierl, recordando que la

interseccidn puede resultarIser el conjunto nUlo,

.Por ejemplo, la interseccidn del conjunto de todos los ndmeros

impares y.el conjtinto de todos los ndmergt Pares es el conjunto

*nylo.

Una advertencia: Al comparar las definiciones de las. palabras
,40

intersecar e interseccidn, verSa que estos dos t4rminos no, estgn
l

relaéionados en la forma simple en que pudiera creerse. Cuando

hablamos de la interseccieln de .dos conjuntos, admitimos la posi-

bilidad de que 4stacsea nula. ,Pero si decimos que dos Conjuntos

. se intersecan, esto siempre aignificar4 que tienen un elemento en

comdn.

Otra advertencia; Las afirmaciones (2) y (3) anteriores
'1

significan lo mismo. Esto-no,quiere decir que un conjuntoAue copy

tiene solamente elNdmero 0 es.un conjunto nulo. -Por'ejemplo, la

ecuacidn x +,3 3 tiyne cero como su dnica rafz, y, por lo
f

fit

tanto, el conjunto de las rafces no es nulo; el donjunto de las

rafces time exactampte dn'elemeloto, a saber, el ndmero 0. Por

otra parte, el conjunto de todas-las rafces de la ecuacidn
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x.+ 3 x + 4 si es el- conjunto nulo, porlue la ecuacióri

x + x + 4 no tiene raiz alguna.

Conjunto de problemas 2-1

1. *Sea A el conjuhto, {3, 5, 6, 9, 11, 12), (esidecir, el con- ,

junto cuyos.eiementos. son-3., 5, 6, 9, il, 12). y B el col-

junto ( 4, 5,.7, 9, 10, II).

LCuAl es le intersección de los conjuntos A y B? lCu.41 es

la reuniOn de A y B?

2. Considera los siguientes conjuatos:

SI es'el conjunto de todos los alumnos.de tu escuela.r
$ es el conjunto de to os- los varon6i: en el alumnado de tu
, 2

.escupla. r.'1
S
3

es el coujunto de todas fas niftas en'el alumnadO de'tu

escuela.

S
4

es el conjunto de todos los miembros de la'facuft d de tu

escuela.

S es el conjunto cuyo dnico miembro eres td, un a umno de tu
. 5 .

escuela.

a. Opué pares de conjuntos se iAtersecan?

b. LQué conjunto es la reurtiOn de S2 y S3?

c. LQué conjunto es la reunion de S y

A

1

/ d. Describe la reunión de S y S.
1 4.

e. LCuAles de lob conjunto's son subconjuntos de Si?

. En las siguientes figuras, considera la rectg y la-circunfe-

rencia como dos conjuneos puntoS. En cada caso,

ei su interseccióni

,
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Caso I.

2-1

CasO II., Caso III.

ConSidera un conjunto de.ttes niftos {A, B, C). A cualquier

conjunto de .niftos sele cionados de sos tres lo llamaremos

un'comit4.,!

LCugntos comit$s d ferentes de dos miembros se pueden

yrmar Qon.los tres nifios?

b, Muestra que,d cua esquiera de los comites de (a),.se

intersecan. Qu q iere decir la lOalabra "intersecarse"?

5. Considers el conjunto d todos los enteros positivos pares y

el cOnjunto Ae todoa-los eineros positiyos impares. Describe
-

el conjunto que 4s la reunidq de estos'doeconjuntbs.
A

46. Describe la interseccidn de los dos conjunto del problems 5.

7. En4fa figura siguien'te, zcuil es la intersección 'del trigngulo

ABC y el segmento BC? ICugl es su reunidn?

8, Sea A el cOnjunto de Ios pare de dmeros (m, n) que satisfacen

la ecuacidn 4m+ n 9.

Sea B el conjunto de los pares de ndMeros (m, n) que satisfacen°

la ecuacidn.am + n

Halls la interseccOn de los conjuntos A y B.

4.
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9. Sea A el conjunto de pares (x, y) pare los que x + y

Sea B el conjunto,de pares (x, y) pane los que x y .

IsLCugl es la interseccidn de A y BZ

10. Sea A el conjunto de pares (x, y) para los que x + y 3.

Sea B ei conjunto de pares (x, y) Para ioe que 2x + y--,7..

LCugl es lA interseccidn,de A y B?

11. Considera el conjunto de todos les enteroe positivostdivisibles

por 2:
I

t

Considera él conjunto de todos los enteros positivos divisibles

'por 3.

a. Describe la interseccidn de estos dos conjuntos. Da sus

primeros cuatro miembros.

b. Escribe una expresidn Algebraica para la interseccidn.

c. Describe la reunOn de los dos conjuntos. Da sus primeros

,ocho miembros. ,

12., a. zCantas rectas pueden dibujarse pasando pof 2 puntos?

b. Siles puntos no estfin en lfnea recta, Lcutintas rettis se

pueden dibujar.que pas6n pOr pares de esos puntos?

c. Si se nos dan cuatro puntos, y cada tres de ellos no est&

Alineados, lcantas iectas se pueden dibujar que contengan

conjuntos de dos de los puntos? Contests la misma pregunta

pars el caso en que nos den cinco puntos.

*d.- Contesta la pregunta anterior si se nos den n, puhtos..

2-2. Los ndmeros reales

Los primeros-ndmeros de que ofste hablar fueron los "ndmeros

pars contar" o 4ndmergs naturales",

1, 2, 3, 4, 5, ...

y asf sucesivolan. (Los conocfas antes de aprender leer o

escribir. Y el h6mbre Okimitivo aprendid a contar mucit

4.1

"

o antes ,de,
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la invenci6n de la escritura.) Los ndmeros naturaies nunca aCaban,

por4ue,empezando con cualquiera de ellos, siempria podemos aftadirle
_

1 pars que'nos d$ otro. Podemos imaginainos estos ndmeros como

dispuestos en una recta, y que "empieZan:.en algdn punto continuam46

hacla la derecha, en esta toms:

t

A la izquierda del 1 colocarfamos el ndmero 0, asf:

0 1 2 3 4 5.
I.

Y el pr6ximo paso es colyocar,los enteros negativos, de este manera:

-5 -4/ ..;-3 .4

Los ntImeros que. hasica ahora tenemos se Haman los enteros
(

(positivos, ne ativos y cero). Los ndmeros naturales son los

enteros positivos y con frecuencia asf los llamaremos.
4

Desde ludgo que,hay muchos puntos.de la recta a los que no les

hemos asignado ndrgeros hasta ahora. Nuestro pr6ximo paso es colacar

las fracdiones
2'

1 2 -1 7 1

-3" T
-I, etc. Estos nuevos ndmeros
3 ,

que deseamos colocar incluyen todos los que se pueden expresar COMQ

el cociente k de dos enterOs cualesquiera (siempre y cuando q

no -gea igual a.cero). Podemos indicar unos Pocos de gstos como

muestras:

1 14 9
1 115

I I
I

I

1 2 4

Los ndmeros que t nemps hasta ghoia. se llaman los ndmeros
I.

racionales. (Este nambre no intents sefialar1os como que tienen

mejor salu4Hmental que otros ndmeros menos afortunados. Merament6

se refiere a que son razones de ndmeros enteros.)
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Los ndmeros. racionales constituyen un conjanto inmenso. -Entre

dos cualesquiera de ellos hay un tercerol entre dos.ndmeros enteros

cualesquiera hay una infinidad de ellos,, iin'embargo, es bien

sabido que los ndmeios racionales todavfa no nos 11enan4.totalmente

la recta numgrica. Por ejemplo, 471 no es racional; no se guede
.

expresar como la raz6n de dbs enteros,-pero, sin embargo, corres-

ponde a un punto dega recta. (Para una demostracidn consulta.el

Apgndice III.) Lo mismo ocurre con' 15- y VS, y tambign con ndmeos

tan "peculiares" como i . Estos ndmeros no racionales .se'llaman

irradionales. Si colocamos todos estos Imeros, de manera que a

dada punto de la recta se le haya asignado un ndmero, entonce*,

tendremos los ndmeros reales. Indicamos algunos ejemplos, asf:

Debergfi fijarte en que estos ndmeros aparezcan en la escala,

donde corresponden. (Por e emplo, 127 es aproximadamente 1.41,

LOmo obtendrfas
2

Los ndmeros reales sergn parte de los fundamentos de casi todó

lo que vamos a hacer en geometrfa. Y nob convendrg que, de ahora

en adelante, pensemos en los ndmeros realei comoidispuestos en.una.

recta.

Un ndmero x es menor que un ndmero y si x estd a la izquierda

de y.

0 X
1 2 Y 3 4

Esto se abrevia escribiendo xy. Notargs que todo ildmero negativo

cae a la izquierda de cualquier ndmerO positivo. Por lo tanto,

todo ndmero negativo es menor que cualquier ndmero pdsitivo. Por

ejemplo,

-1,000,000 "
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' aunque.el ndmeto ,000,000 puesle en cierta forma parecer."mAs

grande".

Llamamos desfgualdades a expresiones del tipo Cualquier
depigualdad se puede escribir al revés. Por ejemplo,

1'>, -1 000',000

en general, y> x significarg que x<y :

La expresidn

x y

quiere decir que x es menor que o igual a' y. Por ejemplo,

3 5 porque 345 5 Puesto.que 5 = 5.

En tus estudios de Algebra ya .has aprendido mucho acerca de

cemo se co4ortan.1os ndmeros reales' respecto de la suma y-kla
multiplicaci6n. Todo el Algebra que sabes se puede derivar de unos

pocos enunciados triviales en apariencia. Estos son los postulAdos

para la suma y la multiplicaci6n,de ndmeros reales. Encontrargs

una lista de ellos en el ApAndice II. Puede ser que nO hayas basado

tus estudios de Algebra en esos postulados y no vamos a iniciar
4.

(' ah ra ese proceso. En este curgo, emplearemos simplemente los metodos

del,Algebra elemental, sin discutirlos:

Sin embargo, deberemos ser un poco mgs cuidadosos con respecto a

las desigualdades y las rafces cuadradas. La relacidn < define una

ordenacidn pazlos ndmeros reales. Las propiedades fundamentales

de,esta relacidn de ordenacien son las siguientes:

0-1. (Unicidad de la oraenacien). Para toda x Y, una
solamente una de las siguientes condiciones ea cierta: < y, x y,

x> y.

0-2. (Transitividad de la ordenacid,q) Si x< y, y< z, eniso es

x < z .

0-3. (Suma de desigualdades) Si' x y,' entonces para toda z,

x+ z<y + z.

3
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0-4. (Mpltiplicacidn de desigualdades) Si x < y,

en tonces xz < yz .

Los enunciadds 0-2 y 0-3 tienenouna consecuencia importante

que merece mencidn por sepatado:

0-5. Si a < b, x y, "tonces a + x 4 b '+ y.

Esto es cierto por la siguiente razdn: Pon el 0-3,

y tambign que

(

sablamOs que

(Es decir, el sentido de una,desigualdad se conserya si afiadimos el

mismo ndmero a cada uno de sus miembros.) Por el 0-2, al combiner

estas dos 'desigualdadea, obtenemos

clue es elresultado deseado.

ente propiedad de losFinalmente, vamo a necesitar

ndmeros reales: v

R-1. (Existenci ces cuadradas.) Todo ndmero

Xiene exactefenteu rafz cuadrada-pbsitiva.,.

% \Hay un punto uotanto engeoso'en relacidn con las rafces

cuadradhs. Cuando decim6 n palabras, que x es Una rafz cua-

drada de a, esto merament isignifica Clue x2 1a. POr ejemplo,

es una razz cuadrada de 9, \ 13 es una rafz cuadrada de 9. Pero
A

cuapdo escribimos, en sfmbolos que x f, entensilemos que" x es

la rafz cuadrada positive de Nlotaf, las.eiguientes.afirmaciones

son ciertas o falsas, segdn se indiCe:

Cierta: -3 es una rafz\cuadrada de 9.
\\

-3 .

Cierpa: RP 3.

Falsa : + 3

r-
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El.porqug de este couvenio estag claro, una vez Se te
ocurra. Si. ra. pUdieia signifiCar lo mismo la rafz positiva que

la negattva, no tendrfamos,dntonces'unamanera de escribir la razz

cuadrada..posiaVa de 7, :(E1 colocar. u signo "mgs" antes de lab

expresidn )[7..'no nos cOn'duce Wnada potqwle un'signo "mgs" nunqa ,

. .

altera 01 valor.de una expresi6n. Si 47_.filera negativa, entonces

+ fi. tacabign serfa ndgativa.)

Coniunto 4g problemas 2-2

1. Iiidica si cada unode los siguieintes es ciertq o falso:

a. La escala de los ndmeros'..realesno tieneextremos.

b Hay un punto en /a escala 0e los dmerbsImales

senta exactamdnte a 4/...

2.

d.'

.

El punt() .que corresponde .t en la escala de lo
7

reales estg entre los puntos Corresporidientes A

Los ndmerdS negativos son ndmeros reales:

Escribe los sigutentes usando palabras:

a.. AB < CD e. 0 < 1 < 2

b. x > Y f. 5 > x > -5

c. XY IY27, g. x > 0

0. n 3

. Escribe,como.unA desigualda0:

'a. k es un ndmeroyositivo:

b. r

c

d. Is

ds-un ndmero negativb .

es un ndmerg no positivo.

es un ndmero no negatilivo.
,

e. g Eiene un valor.entre 2 y.3.l*
f. w tieneun valor entre 2 y 3, ambOs'tnclusive.

c.

x

*

x

-

tiene univalo entre /13,.

cugles de lo4 sigUientesserg cierto

4

5.

-5.

0

e. x

f. a

g. x

>

-1

0

0

x

que

que repre-

s'ndmerda,,

5 -7y
6 8

IV

#
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5. Ledmo dispondr8s, de izquierda a `derecha,.sobre una escaltt
numdrilza eh la que los ndmeros Vszisftivop est.S.n a la dere'cbadelt

;.0, los puttos correspond tes'a los .Eiiguientes conjuntos dè
nilmerot/

a. 3.1, 3.05, .3.009
jv

c. 4410f313' 8

b. -2.5,'-3, «1.5 4. 5 1 -1:3 5
3' 5 8

?' . Si r xs.son ndmeros reales, distintos de cero, Er > s, indica
,

.61. los siguientes serSn Siempre ciprtos (C)., a'veces. ciertos

- 28 -

*,

(A), o nunca .ciertos (N) :

a. s 4 r

b. r - s >0 . . .

c. r - 2 cs 2'

d: -C- >. 1
- -(s

e. r2 > s2
( .'..

. Usa las instruccrones 'aei problema anterior en Aos siguientes:._

.(7

.v"

.;

El Valor absolutO

to

"%,

La ifleardel valor*absQluto ede un ndmeiro-°se comprende fficilmente
a atm de un6s pocps ejeinpl-os:

,

(1) El va1or absoluxo de 5 es 5.

(2) EL vg1or absoluto de -5' es 5C.

(3) El valor absoluto de IT es It .

..0) El vaptor abesoluto*de -,,TT es -tt , etc.
A
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Grgfidamente, el valor absoluto de

Wincia en la reota
.4
g la izquierda '0 a

ascribe comb lx1,.

numgrica entre

la dere0a de O.
kl

2-3
0

x es nada mits que l.a dis-
.

0 x, no 'imPorta si,. x eatic

El valor absoluto de .n.:x "se

f--
0 Xx<c, X >0

Las dos posibilfdades pars 'x aparecen indicadas;en 4as figuras."

En cadd.uno dObs dos casos, 1,x1 es la Aistancia entre Q 2 x.

Si un ndmero en pAticularse escribe AritmSticamente, es

flcil ver Odmo debiSramos escribir ski valor absoluto. La razdn es4

que en aritmStica los ndmeros positivos,se escriben como 1, 2, 3,

4, et;p. Una manera de escribir,ndmeros negativos es colocar signos .

"menos" antes de los ndmeros'positivos. Esto nos da -24 ,

,

-4, etc. Por lo tanto, en4 aritmStica, si queremos escribir el valor

absoluto.de un ndmero negptivo, omitiremos el signo "menos", ttsf,

1-11 m 1 1- 21 m 2, etc.

Nos gusiarfa ofreher una definicidn algebraica pare Ix1 que

sea igualmente vglida para valods positlivos y negativos de x.

En %I glgebra, desde-luego, la letra x 'puede repreSentar.:Uri

ndmerb negativ6-.- Al ,tratar problemas de /flgOra, prqbablihente

escribiste x m -2 casi tan,tas vedes como x .... 2. Si es nega-

tivo, e7iitandes no serg posOle esoribir el correspondiente ndmero
-

positivo aebase de omitir el signo "menos" toda Vez que no hay tal
,

signo "menos" que omitir. IMediante un sencillo areificio, sin
.

em4Orgo, resolveremos nuestra.dificultad..' Si ,X 'es negativo,

entonces el ndmero positivo que le corresponde es -x.. Veamos
4 ,

algunos ejemplos:,
,

x m -1, -x,m 4=1) m 1;4 esto es, si x m -1, entonces -x m 1.

x m -2, -x m m 4 esto es, si x -2; entonces, -x 2.
%

-x'w am 5. As o es, si I m '50 entonces -x. m 5.

od.04-4o.4' 11°

4 4
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En cada uno de estos casos, x, es negativo ,ay -x es el

ndmero positivo correspondiente. Y de hecho, esto es lo que.siempre

ocurre. Como ya sabfamos que lx1 1 x, cuando x es positivo o ceror
-

vem hora que el valor absbluto se pyede describir medialnte lay

uientes dos afirmaciones:

(1) Si x es poo4ivo o cero, entonces ixl x.

2). Si x es negativo, entonces lx1 -x.

todavia esto te prepenta dudas, trate de sustituit varl t

ndmeros or x. Para cualquier ndmero que escbjas,'una de la confl..

g satisfecha y te dare la contestaci6n correcta pane el
4,

absoluto del ndmero.

ganldnto de problemas 2-3'

diciones se

valor

1. Indica cugles de los siguientes son siempre ciertos:

a. 1-31. - 3

b.. 1 31 -3 '

c. 12 - 71 17 - 21

d. .10 - 51 15'- 01

e. IA 1 n

*2. Iodica dugles de los siguientes son siempre ciertos':

a. 1-n1 n

b . 1 n
21 n2

c . ly x12 y2 - 2xY + x2

d. la - 21 12 al

e.. Idl + 1 Id 4/11

3, Complete los siguiXtes enunciados:

a. Si 0<r, entonces Irl

,b., Si. 0>r, entonces Irl

,

0

/
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4. Lo.s siguientes tres ejemplos ofrecen una.interpretaci.dn

geomgtrica de enuhciados algebraicos:

. Todos Los pyntos de la' escala a a izquierda de 2.

Itsc

El conjunto de puntos entre 2 y -2.

-12

o 8
Q 41

A

-3 -1 3
4

Contipda trabajando, como en los ejemplos anteriores, los ejgrcicios

b

A

siguientes:

e. lx1 1

f. lx1 1

g. lx1 > 1

h. > 0

5. a, LEn qug se diferencia el conjunto de puntos representado

por x 0 del-representado pot x > 0?

qug,se diferencia el conjunto de puntos representado

poi 0 < X 4. 1 del representado por 04.x <1?

A

A

e

*f^'
A
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2-4 Medida de la distancia0.
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0

El primer paso al medir la distancia entre dos Puntos P y Q

1

es colocaf un borde de una regla sobr ellos, asf:

fr P

REGLA

.Desde luego que deseamos usar una regla recta, ya,que no podemos

esperar obtener resultados consiatentes si nuestras reglas son

curvas o irregulares. Una regla recta tiene la propiedad de qUe,
.

no importa cdmo se coloque su borde sobre P y Q, la recta dibujada

a 10 largo de eserborde, es siempre la misma. Dicho de otro modo,

esta recta queda:totalmente determinada por

Exptesamos esta propiedadeWadamental as rectas como nuestro

primer postulado geomdtrico:

dog puntos dados.

Postulado 1., Dados dos puntos diferentea cuales-
,

quiera,habrd exactamente una ecta que los coritenga.

,

Nos, ref'eriremos a este postulado, abreviindolo, diciendo que

Cadr dos puntos determinan una recta. Esta es una fqrma corta de
,

enunciar.el PostulVo 1. e/
i.,.

UsemoS la notaci& n para designar la recta determ4pada por

los puntos P y Q. (La doble flecha reco(dard cdmo dibujamos Irigi=

1nalmente una recta.) Claro que aiempre podemos abrevi)tr esco-
t

giendo otra letra y ilamapdo a la recta L, o W
i

6 cualquier otra

cosa.

Consideramos ahora,las marcas que hay en la regla,y la verda-
.

dera 'distancia qntre P y Q. -La manera mfis .f441 de medir la die-

tancia es colocarrla regla gsf:

21 3 IP 11 12

k
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Esto da 7 unidades como medida. Desde luego que no hay necesidad
\de tolocar un extremo de la rpgla en P. .Podfamos haber hecho sto

Yotro:

En este caso, la distancia entre P y Q, medida en unidades de la

escala,.es 9 - 2 - 7, igual que antes.

Muchas de las Alas que se usan hoy dfa tienen dos escalas:

un lado estA marcitdo en pulgadas y el otro en centImetros.. Usando

la escala de centtmetros, podrfamos medir asf la distancia,entre

P Y Q:

1 1 1 1 1 1 : I 1 1 1 1 . 1 12 4 6 "8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
L L L oL 6 9 L 9 g E Z L

1 1 1 1' 1 1 1 1 i. 1

10 que nos darra una distancia de aproximadamente 18 cm. (el sfmb).o

cm. significa centimetros).

Un pie es igual a 12" y una yarda'a 36", segdn sabemos. Un

metro es igual a cien centfmetros (usamos m. como abreviatura de

metros). Un milfmetroAes una ddcima parte de an centfmetrb (6 '

1 de un metro) y los milfmetros se indican con el sfmbolo mm.
1000 A

Podemos, pues, medir la distancia

maneras: 18 on., 180 mm.,0.18 m.

Es decir, el ndmerb obtenido como

entre. P y,.Q al menos de seis

7
pulgadas, T:2- pies, -kirardas.

medida de la distancia dependerá

de la' toidad de medida. PodemOB tomaela eme queramos siempre.y

`,..,//r)cuando adamos consistentes e indiquemos cudl file la unidad escogida.

es
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Conluntg de probleMaa 2-4-

1. /Aug fribcionds (o enteros) necesitamos para-completar la

siguiente tabla?

a. , 2 pulgs. pies yds.

"b. pu16. a. 41 pies yds .

pulgs.-- pies - yds.

2. Nug ndmeros faltan Para completar la tabla siguiente?

a. 500 mm.

b.. .mm. 32.5 cm..- m.

c, mm. m cm. 7.32 m.

3. a. Supongamos que decides usar el anchd de una hoja de papel
1de
2

por 11" como unidad 4e longitud. Expesa el largo

y el afi.cho de la hoja en tgrminos de eata_unidad.

b. -Repite el ejercicio tomando ahora el largo de la hoja como

tu nueyaunidad.
0

4. Si las longitudes de log lados de un triAngulo son de 3 pies,

4 pies y 5 pies, dl triAngulb-seri rectAfigulO porque

3
2
+ 4

2
5
2

. *

, Comprueba que la relacidn pitagdrica se satisface igualMenteJ.

cuan4xpresamds esas medida ( en) pulgadas.

5. Si la longitdd de cada lado de un cyadrado es de 4 pies, su

S.

perfmetro serf de 16 pies y su Area de 16.pies cuadrados.

Ffjate en que e1 yalor numgrico del perfmetro es igual al yaloOr

/numgricd del Area.
(

/
\

a. Muestra que esos dos ySlures numgricos dejarfan de ser

iguales si expresAramos en pulgadas la longitu del lado.

b. Comprueba lo misMo si.la longitud se mide en yardas.

*6 Generaliza el problema 4. Dadds los ndmeros a, bz c como las

medidas de 1ds lados de un triAngulo, en cierta unidad, y

tambign woe a
2

-1-113
2 2

, demuestra,que la relación pitagdrica

es'yglida tambign si la unidad.de medida se multiplica por n.

Or
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(Sugerencia: Las loflgitudes de fos lados serfan entonces
.a tb.

. Si encuentras que pensar en a:11 c'resulta muyn n

abstracto, trabaja primero a base de 3, 4o: y 5.)

t7). Generaliza el problema 5. Demuestra que si los vaiores numdricos

del perfmetra y del Area de un cuadrado son iguales cuaddo se

utiliza una unidad de medida en particular, no SerAmiguales

pai.a ninguna otra unidad. (Sugerencia: Tama elindmero s coma.

la longitud del lado del cuadrado, expresada en alguna unidad,

e igvala las.fdrmulas para Area y perfmetro.)

f

t

2-5. Eleccidn de una nidad de distancia

Hemos notado elecCi6n de una unidad de distancia es mera-

mente una cuestidn de conveniencia. Desde el punto de vista de la

para medir distancias, una4pidad:es tan buena como otra.

Escojamos, pues, una unidad y acordemos hablar en tdrminos de esa

unidad en todos nuestros teoremas. (No importa qud unidad se te

Si prefiereg pulgadas, pies, yardag,.centfmetros, o hotsta

leguas, estgs en libertad de co'nsiderar.que son dsas nidadeg

que emplearemos. Todos nuestros teoremas serAri cier Rats cualquier

unidad.)

Apf,para cualquier par de quntos$ P, Q, habrA un ni que es

la medida de la distancia entrL P y Q expresada en tdrminos

nuestra unidad. Como taleOldmeros serAn usadog muchas veces en,

nuestrq'trObajo, serfa muy inc4modo tener que estar conpinuamente

o repitiendo la frase "medida desla distancia entre P,y Q expregada en

tdriminas de nuestra unidad". Par lo tanto, acoftaremos esa frase

para que se lea "distancia entre P y ql, confiando en que, si alguna.

vez fuera necesario, podrfas suplir el resto de la oracidn.

Ahora es posible describir esta situacidn en'la forma precisa

siguienee:



Postulado 2. (Postulado de la astancia.) cada

'par de puntos_diferentes corresponde tin ntiniero os;tivo

dnico.

Definici8n: La dist4pcia entre d9s puntos es el ndmero posi+

tivo obtenido mediante el postulado de la distancia6 SI lod

puntos son P,y Q, imdic'amos entonces td distIncia por PQ.

Conveddrg veces considerar ba'posibilidad de que P Q, esto
4

es, de que P y Q.sean el mismo punto; en este caso, es claro clue

14 distancia serf igual a cero. Ffjate enque definimos distancia

simplemente con relacidn a un par de puntos, y no depende del

orden en que se mencionen los puntos, Asf, PQ es siempre igual a

QP. r'

En algunos de los'ejerticios asignados'en el texto se,utilizan

varies unidades de distancia, como pies, millas, metros, etc.i Segdn

sefialamos anteriormente, nuestrps.teoremas sergn aplicables a cual+

quipra de.es4ts unidades siempre que consi,stentemente.utiliCes 881d

una.unidad en la discusidn de un teorema cualquiera. Puedes, si

.te Place, emplear pulgadas en un teorema y pies en otro, pero no

ambad unidades en el mismo teorema.
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'2 6. Una regla infinita

2-6

Al comenzar el capftulo, marcamos una escala numgrica sobre
.una recta en esta forma:

Pudimos, desdd luego, haber comptimido la escala asf:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

o estirarla, de .esta manera:

-1 0 1 2

Pero convengamos que, de ahora en adelante, toda escala numgrica

que marquemos en una recta se escogerg de manera que el punto

marcado x estg a una distanc40 lx1 del punto marc,slo can 0. Por
\

ejemplo, consi'dera los puntos:P, Q, R, S y T, seha adoscon los nd,
._j

meros 0, 2, -2, -3, y 4 en la figura siguiente:

.
-3 -2 -1 0 1 4

Entances PQ 2, PR au 2, PS 3'y PT 4. /

Si nos fijamos en varios pares de puntos en la escala numtgricg,

parOce razonable hallar la distancia enre dos puntos tomando la

diferencia de sus correspondientes ndmeros. Por ejemplo:

PQ, 2; y 2 2 - 0;

qr - 2, 'y 2 4 - 2;'

SQ 5, y 5 2 - (..;3);.

RT 6, y 6 4 -
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Observa, sin embargo, que si .tomamos log puntos al revds, y efec-

tuamos las restas en el sehtido opuesto, lograremos siempre la

reppuesta err6nea: en .vez'de conseguiri la distandia (que es

siempre positiva), obtendremos el ndmero negativo correspondiipte.

Esta dificulta4,. sin embargo, se vence ftcilmenpe, Todd lo que

tenemos que haser es tomar el valor absoluto de la diferencia de.

los ndmeros. Si hacemos esto, entonces todas nuesteas respuestas

positivas corractlis seguirAn siendo correctas y.todas nuestras

respuestas negativas errdneas se convierten en correctas.

.174g2s, pues, /1.1q la distancia entre dos ?untos es el valor

absoiuto de la diferencia'de los ndmeros correspondientest

Todo esto parece muy razOnable. .Pero la verdad es que no lo

hemos demostrado a base de los dnicos pOetulados esciitos haste

ahora. (Y la verdad es que no se ,puederemostear a base del postu-

lado de la distancid.) Resumiremos, pues, lo.anteriormente dicho, .

en forma de un nuevo postulado, a saber:

.Postulado 3. (Postulado-de la regla.) Podemos esta-

blecer una correspondencia entre los puntos de una recta

y los ndineros reales de manera que

(1) A cada.puntv.de la.recta corresponde exactamente

un ndmero real,

(2) A cada ndmero real corresponde exactamente un

punto de la recta, y

(3) La distancia entre dOP puntos es el valor abso-

luto de la diferencia de los ndmeros correspondientes.
"11111.1,

. Llamamos a Sste el postulado deAa regla', porque de hecho nos
, 4

prOporciona una regla infinita, con una escalan drica, mediante

la dual nos es posible medir distancias en cua]qt1ier recta.
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DefinicioneS: Una correspondencia del tipo de la descrita

en el postulado 3 se llama un siitema de coordenadas parasla rect

/El ndmero corrapondiente * cualqUier punto se llama la coprdenad
4

del punto.

ignto de problemas 2-6

1. Simplifice:

.41.. 13 - 61

b. [6 7 31'

.c, 1-2 -11

d. 1H4 - (-2)1

-

f. lal- I-al

2. Usando l tipo de sistema de coordenadas discutido en el texto,

hslla la distancia entre los pares de puntos que tienen las

.siguientes coordenadas:

a. 0 y 12 f. -5.1 y 5.1

b, 12 y 0 ' g. y VT
c. 0 y -12 14.r. xl y x2

d. -12 y 0 i. 2a y -2a
1

e -3- Y -5 J. r.-syr'+s
2

3' .

Pedro -5 -4 Q
I I f- 1 I I 1-i- 1 1_Jaime 0 11 2 3,4 5. 6 7 8

La numeraci& inferior en esta escala ye idea de Jaim . Pedro

empezd la numerac (5n superior pero se cas6.

a. Copia la esca4i y esctibe el resto de la numeracidn de Pedro.

b. Muestra cdmo hallar la distancia de.P a Q, usando primero la

escala de JaJse y despugs la de Pedro.

c. Haz /o mismo para la diStancia de W a P.

Supongamos que al'medir la.distancia entre-dos puntos P y Q,

pensaste en colocar el Cero de la escalailuarica en P yileer

un 'valor positivo ed Q. Sin embargo,, lo que hicistel.fue'colocar
1

1

Ipa
escala numgrica de manera qut P estuViera en -4- y,Q a la derecha

de P. 4Cdmo berg posible todavra medir la.distancia .g9r
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#
*5. Considera un sistema de coordenadas de una recta. Suponte

que se A aftade 2 a la coordenada.de calk punto y clue se

asfgna esta nueva suma al punto.
I I

a. lCorresponderg cada punto'a un ndmero'y-cada ndmero a un

punto?

b. Si dos puntos de la recta tenfan coordenadas p q en el

sistelna de 000rdenadas original, lqud ndmeros les corres-

- 40 -

ponden en la nueva numeracidn?

c. Muestra que la fdrmul

I (Ndmero asign4do a Ounto) - (Ndmero asignado a otro

punto) 1 da la distal-01c a entre los dos puntos.

d. zSatisface la nueva correspondencia entre puntos y ndmeros

a cada una de'las tres Condiciones del postulado 3? (Si

ast es, podgmos llamarla un sistema de cOordenadas.)
1,

*6. Supongamos que ae establece un sistema de coordenalas en una

recta, de manera que cada pUnto P corresponde a un ndmero real

n. SIP'cambiamos cada n por -n, entonces el punto. P corres-

yonde4 a un ndmero -n. Muestra que esta c7respondenCia es

tambidn'Un sistema de coordenadas para la recta. (SUGERENCIA:-
,.

,Es obvio Iue caddpunto.tendrd un ndmero asociado a 61 y cada

nftero un,punto. Deberfis mostrar adpm6s que el valor absoluto

de la diferenclide los ndmerOs asignados a los dos puntos no
%

'se alterarg\al cambiar.la nurracidn.)'

7 En un cierfo c\ondado los. pueblos Alfa, Beta y Gama estgn en

lfnea recta, aunque no necesariamente en el orden dado. 'Hay

16 minas de Alfa a Beta y 25 de Beta a Gama.

a. 1,Serg posible decir qugpueblo est6 entre 1os otios dosW

Ou6 pueblo no eSt6 entre los otros dos?

Puede haber dos lalores diferentes para la distancia de

Alf6 a Gama.. U a',un dibujo parodeterminar cufiles son

6stoff.
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C. Si sabes ademga que la. distancia.de 'Alfa a-Gama ea'9 .

minas, tqug pueblo estarg entondes entre los otros dos?
d. Si la distancia -entre Alfa y Beta fuera r, millas; la

distancia_de Alfa a Gatti' s millas, y.a distancia de

Beta a Gama r + $ millas, qug pueblo estarfa entre,

otros dos?

8. A, B, C son tres puhtos alineados. A y B estgn a 10" de dis-

tancia y C estg a 15" de B. .tHabrg una ibla manera de disponer

estos puntos? Explfcalo.

9.. Se asignan tres sistemas distintos'de coordenadas a la misma

recta. A tres puntos fijos A, 8, C, de la recta Jes corres-

ponden* los valores siguientes:

Con *1 primer sistema, 1* coordenada e A

B es -2.\

Con 'el segundo, las coordenadas

respectivamente.

Con el tercero, las coordaftadas

son 7 y 4,

Qu
4

punto estg entre los otros

Evalda AB + BC + AC. C

es -6 y la de

de A C son 4 y 73,

respectivas,de C y B

dos?

4

2-7. El postulado de colocacidn de la regla; interposicidn,

segmentos semirrectas

El postulado de la regla (el postulddo 3) nos dice que podemos,

sobre cualquier recta, fijar un sistema, de coordenadas marcando una

escala numgrida. Esta se puede coristruir de tuchas maneras dife-

.rentes. Por

colotando el'

cualqutera- de

ejemplo, dado"'el punto P de larécta, podemos empezar

cero en P. Y podemos tambign marcar la escala en

las dos. direcciones,'asf;
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e

e.

- 4 2 -

Esto quiere decir qde, dado-o:ttopunto Q de la recta, siempre.-

`poclemosescoger el sistema de coordenadaS de manera que.le.corres-

ponda un ndmero positivo, de esta manera:

o de esta otra:

,*1 1.

A

Para,referencia futura, enunciemos esto en forma de un postulado.

PostUlado.4.. (El postulado de colocaci6n tie la

regla.) Dadoi dos pUntos P y.Q de una recta, se

puede es9oger el sistema de coOtdenadas.de manera tal

que la coordenada de P sea cero y la coordenada de, Q

sea, positiva.

Tods sabemos lo-que se entie de al decir que un pulp B estg

tntre dos puntosAy-C.. Pues'que ,ByCestgn e; la,misma 'recta,

y que estgn colocadOs de estasmanera:

Ne

A
o de esta'otr :4, 4

C . B A t

°Sin embargo,si vends a uCtilizarl.a.interpOsicidn (propiedad de.

eatar."entrel) coup una rAlacOn,Matemgtica, Mejor valdrta axecer,

e
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4

Una definici6 .matemeiel6ue dlga'.exactamente lo que queremos
-----7

declr, porque no podemos.depender de c6mo.nos stntamos al querer

interpret.ar algo. ara juzgar esta necesidad, veamos lo que

ocurre, en ma,situaci6n stmejantg, con Una circunferencia. En
9

.

. la figura d6.1a izquierda, parec6.razonable afirmat que B estd

stitreA y

. .

Pero C puede movediae alreder!or de la bircpferencia'ocupandO
.

mucbas posiciopes sin necesidad de pasar por'A 6-B, basta quedar

justamente a la,izquierda de A, go= se-ve en la figura de la

4recha. En la poSici6n finitl, indicada pOr el silmo de admiraci6n,
\.

parece como.que,gestd eqtre B y/C. Por su aspeto, las circunfe
0

-
.

rencias nos confundem- .Dados tres punt9s cualesquiera en una\

-rcUnfetencia, es bastante razohable considerar'que cada uno de

ellos estd entre los otros doi.

^' La interposicidn en una recta nada tiene de confuas,i Es tdcii
'P

Afirrimpexactamente qud significa el que un punto de,una.recta.estd:

entre otTos dos. Podemos,hacerlo de la siguiente manera:

Definicidn: B astd entre -A y C si (1) A, B, y C'son puntos

'd, istintos de la misma recta y (2) AB + BC,.. AC.

Es fcil comptobar que esta definicidn expresa realmente lo que d

el sentido comdn nos.dtce aceica de la idea de interposición

("estar entre"). Sin embargo, convendrfs quias explicar eriqud
,

forma se usa generalmente el idiama en las definiciones pateaticas.

a

1.
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4,
gn la definiciAn de inteeposicidn hay do:afirmaciones unidas

A
.por la palabraja. Lo que queremOs decir es que las afirmaciones

u.
que aparecen antes y despugs de la palabra si son completamente

equilialentes. SieNpre que'en algdn teOrema o problema, sean

vglidis o puedan demoStrarsp las.condiciones (1),y (2), entonces
podellMos-conblpir que B es4,4 entre A y C. Y siempre lue hallemos

'que B ,estg entre A y C, podremos concluir que ambas, (1).y (2);

son vglidas. Esto no es un uso estriceamente ldgico de la palabra

si, y en particUlar la palabra si nunca se emplea ea esta forma en

los postulados,-teoreMas, a problemas. Sin embargo, en las defini-

ciones stes corriente tal uso.
-

El 'eiguiente teorema describe la interposicidn en terminos de

,coordenadas en una recta.

. leorema 2-1. Sean A, B, C tres puntos en una recta, con coorde-

nadas x, y, z. Si

X( y

entonces B estg entre A y C.

Demostracidn: Toda vez clue x< yt.z, sabemos que los ndmeros

y z -,y, z x son todos pbsttivos. Por lo tanto, pot la defi-

nicidn. del. valor absoluto,

l'y I is

yl

- x,

z y,

Asf, pot el postplado de la regla,

AB y - x,

BC z Y,

AC x.

cON,

1.
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AB BC (y x,) + (z - y)

2-7

conclusidn: por la definicidn de la. inttrposicidn, B estg

entre A y C, que es lb que se querfa demostrar.

0'COnjunto.de problemas 2-7a

1. a. Marcamos una escala humdrica sobre una recta y
0

en R y 4 en S. Si aplicamos el pQstulado de colocacidn

de la regla, y tenemos el 0 en R y un ndmero positivo en

S, lcugl serfa ese ndmegp?'

b.(' La misma preguntd si -4 cae en R y -10 en S.

c. La m.isma pregunta si 8 cae en R y -2 en A

d. La misma'pregunta'si -4 cae en R y 4-en S.
. 2

e. La misma pregunta si 5.2 cae en R y 64 en S.

f. La misma pregunta si xl caegen R x2 en.S.

2. Explica brevemente cdmo el postulado de co1ocacidn de la regla

simp;ifica el procedimiento del postulado de la regla para

calcular la distancia entre dos puntos..

rupongamos que R, S y T estgn alinciados (son puntos,de la misma

recta). Ou4 se podrg afirmar respecto a las ).ongitudes RS,'

ST y RT"si S est.4 entre Roy T? (Repasa la definicidn de
0
ester, entre".)

#1(-4.

4- '1
C' AC y BC son ambas igualeva 8.

-La cbordenada de C es 4, Ta coordenada de B es metor que la,

de C. tCug,les don las coordenadas de A y B? .

5. Si b, c son"colordenades.de puntos-alineadoe, y si

la - cl + lc - 1)4 la - bl, lcugl es la coordenada del punto

qua estg entre los otroa dos? Debes ester dispuesto a explicar

_IL _ At
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el porqufi de tu respuesta.

6. Si x
1,

x
2'

x'3 son coordenadas de puntos en una recta de .tal

modo que x> xl tambifin .x2t.x1; iqufi punto esa entre los

otros does? 4ctud teorema"seutilizarfa'para demo;trar tdcon-

testacin?

7. Considera un sistema de coordenadas en el cunl se le asigna

el ndmero 0 al punto A, el ndmero positivo r a B, el ndmero'

1 2-T a E y el ndmer0 -T a
3 3

F. Demuestra que:

a.. AE EF FB

b. E estg entre A y F.

Demueseta: Si A, B, C son tres-puntos en.una recta con

coordenadas x, y, z, resplctivamente, y si x>.37 >z, entonces

B estarg entre A y C.

Teorema 2-2, Para cada tres puntos cualesquiera de la misma-

recta, uno de ellos estarg entre los otrbs dos.
_

Demostracidn: Sean los puntos A, B y C. Por el postulado de

la regla, habrg un sistema de coordenadas para la recta. Sean x,-.17,

z las, coordenadas de A, B, C. .Tenemos seis posibilidades:

(1)' x

(2) x ( z

(3,) y< x 4z,-

'(4) y < Z c.x.t

(5) z<

"14.%1,.
` ' -v -

En cada uno de esos casos, el teorpma 241 inIplica la veracidad

del beorema 2-2.. En los casos (1) y 16), B estfi entre A y C; en los

casus (2) y (4), C estg entre A y B; eelos casos (3)-y (5), A ettg
f

en,tre B y C.

JIL
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Teorema 2-3. De cada tres puntos
i

diferentes de la misma
..-

,

.

0

,

recta, solamente uno estar4 entre lop otros dos.

4 Otro enunciado !l, teorema, Si A, B, C, son tres puntos dife-

rentes de la misma iecta, y .si B está entre A y C, entondes A no $

est4 entre.B y C, ni tampoco C est.6.entre A y B.
t

(Ocurre con frecuencia(que eirmAs fácil leer, y referirse a

un teorema si est6 expresado en palabras. Pero pars demostrar

teoremas, necesitamos generalmeate emplear una notación dAndole

nombres-a los objetos de que vamos a hablar. Por esta raa6n;-
..

daremos con recuencia nuevos enunciados de los teoremas como

acabamos de hacer con efteorema 2-3. El nuavo enunciado en cierto

sentido nos adelanta dempstraci6a.)

Demostración: Si B estA entre A y C, entonces

AB -1- BC = AC.

St A.estd entre B y C, entOnag.

BA -1- AC = BC.
I .

Necesitamos demostrar que estas dos ecuacioneS no pueden ambas

.ser ciertas al mismo tiempo.

Si la primera(ecuación es'clerta, entonces

AC - BC = AB.

Si'la 'segunda ecuación es cierta, entonces

.AC - BC = ...BA = -AB...

Pero sabemos ue AB es positivo y -AB es negativo. EJ consecuencia,

estas ecuscio es no pueden ambas ser ciertas, porque el ndmero

AC , BC no puede ser a la vez positivo y.negativo. ,

,

Ea forma compietamente semejante, podemos demostrar que C no estd 0
,

, .

entre A y B..

Definiciones. Para dos puntos cualesquiera'A y B, el Leinetila

AB es el conjunto de los punto$ A y B mAs todos los puntos que,

'esttin entre A y B, Los pUntds A y B se llaman los extremos de A.

. i .
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-Notargs que hay una gran diferencia entre el segments? AB y

la dfttancia AB. El segmento es una figura geomStrica, esto es,

un conjunto de.puntos. La distancia es un ndmero que noti dice

cugn lejos estS A de B.

.11=

AB.

Deeinici0- La distancia AB se llaMa la longitud

Un rayo, o settirrecta, es una figura como 4sta:

4e1 segmento

A .

flecha a la derecha sirve para indicar que el rayo incluy9

odos los puntosile la recta a fa dereChh del purito A, y tambign

el unto A. El rayo se representa por AB. Notargs que cuando

escr bimos itp entendemos simplemente,elrayo que empieza tn A,

El rayo
0 ,

pasa por B, y sive indefinidamente en la misma direCcidn.

puede presentarae de cualquiera de las formas siguientes.

A

. (

Esto es, la flecha del afmbolo Ag siempre-lig en la direccidn, de

A a B'caa1gukera.4que'sea la direCcidn que apunte el rayo en el
*

espacio.

Habiendo explicado intuitivamente lo que nos interesaba, proce-

deremos a ofrecer una definicidt -precisat

.Deflniciones. .5ean A y 1.puttos dt dha recta L. El rayo ig

Js el conjunto de pu os que ts la reunidn de (1) el segmento ar

..(2) el conjunto de s los puntos C para los clue es.ciewto que
. .

B eatg entre A y C. El punto A se llama el extremoh.el origen de

u
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Estas dos partes del rayo se indicgn a continuaoidn:

4
B,

'2:7

Si A pstg er4re B y C sobre L, entonces los dos rayos y it

"it* en direcciones opuestas",,ast:

Definici6n. Si A est4 entre B y C, entonce$ At y At se'llaman

Lao! opueptos. Norargs.que urepar de puntos A, B determina seis

figuras geoatricas:
44

La recta AB,

El segmento

El rayo

El rayo BA,

El rayo opuestota g

El rayo Opuesto a BA.

El postulado de 'colocacidn de la regla tiene todavsfa otras tres

consecuencias stiles y denciilas4/

Teoremit 2-4. (El teorema de lalocalizacittn de puntos.) Sea

Al un rayo, y sea x un nImero Dositivo. Entonces existlexacta-
,

.r

mente un punto P en XI tal'que AP .... x.

A

Demostraci6n: Por el postulado de colocaci6n de la regla,

podemos escoger un sistema de coordenadas en la fecta /7 de mapera

que la coordenada de A sea igual a 0 y la coordenada de B sea un

ndmero positivo r:
,

A

0
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(En la figura, las letras encima de la recta representan

puntoS, y las letras debajo de la recta representan los ndmeros

correspondientes.)

Sea P el puliito cuya cpordenada es:x. Entonces P pertenece a

yfP Ix --DI Ixl u x, porque x es positivo. Como sola-N

mente un punto del rayo tiene.coordenada igual a x, solo un punto

.del rayo estar a una distanc4 x de A.

DefimiciOn. Un punto B se llama punto thledio de un segmento

.AC si B est$ entre A y C, y AB BC.

Teorema 2-5. Tbdo segmento tiene exactamente un punto medio.

Demostraciln: Nos interesa.obtener un punto B, sobre el

4,,

segmento AC, tal que AB BC. Sabemos,.por lalLfiniciOn de seg-

mento, que B est$ entre A y C. .Por lo tanto, AB + BC iDe

-ests dos ecuaciones deducimos que 2AB.- AC, o AB uz.IAC. Toda vez'
2

que_B est$ en el segthento AC, tendr$ que .estar tambi4n,en el rayo

it, y el teorema 2-4 noS .dice qUe hay exactamente un punto tal B.

Decimos que el punto medio de un segmetito

dideca al segmento. Con mayor generalidad, decimos que Cualquier

figura cuya intersecciOn con el segmento sea el punto medio del

segmento,biseca al segmento.

COnjun.to de problemas 2-7b

1. 'Si treS puntos estgn en una recta, 4cugntos de ellos no estign'

entre los otros dos?

2. pe que definiciOn o teorema es un caso particulat cada uno de

los siguientes? Si tres puntos alineaaos R, S, T, tienen.

respectiyamente las coordenadas 4, 5, 9:

61,1 S est$ entre R y T, porque 445 y 5 <8.

b. R no puede estai entre S y,Toja que S estg entre R y T.

c. S'estg entre R y To porque RS + RT.
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3. Describe en lenguaja matemdticg, qug puntos estgn incluidoS
4

a.% XY b. XY

*4. Mrestra c6mo la restriccidn "entre. A y C" de la definicidn

del punto.medio 'de AC results inneceSatia, deMostrindo el

siguiente teorema: \
A

Si B es un punto en la recta It tal que AB BC,

en4onces B estg entre A y C. (Sugerencia: Muestra

que A no puede estar entre B y C pi tampoco.C.entre;

A y B. M,t/iiza el Ilgebra,para mostrarlo. Completa la

demostracidn usando el teorema 2-2.)

*5. Suponte que P es un punto en la recta M y que r es un ndmero

positivo. Leufil de los teoremas anterioreS nos dice que hay

ex.actamente dos puntos en M cuya distancia a. P es r, el ndmero

dado?.
-

*6. Demuestra que.si B estg entre A y C, entonces AC >Aliy"
.

7. a. Copia el siguiente pgrrafo. Para cada par de letras, busca

'- el sfmboly apropiado, si lo hay, quesea necesario para

completer el sentidot

X2 contlene' los puntos 11 R, pero XZ no contiene ni al
punto Y ni a R. R estg en XZ pero Y no lo

Yz + ZR ... YR.

b. Haz un dibujo en que ilustres la posicidR relativa,de los
)

custro puntos.

Problemas de 'rep :1sb
1. Considera los siguientes conjuntos:

S
1

es el conjunto de todos los varones del dgcimo'grado.

5
2

es el conjunto de todas las niAaS' del d mO grado:

S
3

es el conjunto de todos losestudiantes de eometrfa del

d4cimo grado.,
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es el "conjunto de \Apdos losAt mnps de la escuela superior.

4
S
5

es el conjunto de.todos los a umnos ddi dgcimd, grado.

a. LCugl es la intersecci6n de S1 y S5?-
,

b. '1,Cu.41 es la reun16n de S
3

y S
4
?

c. LCuAl'es la interseccidn de S
3

y S 4?

'd. '1,Cu41 es. la reuni6h_de S
1
y S

2
?

'

e. 1,0141es1Ia interseccOn de,SI y si?

2. a Cantos, cuadrados tiene un.ndmero positivo dado?

b. tCugnty r4,ces.cuadradas?

LSerg alguna vez negativo el va1pr de V3?

y localiza en ella los siguientesDibuja una recta
4

(La coordenada

cualquter unida

escogida,sigua e

puntos.

cada punto aparece en pargntesis.) Usa

de Medida que-te plazcapero una vez

pleando la misma unidaa en todo el ejer;-

cicio: 40

P.(2), Q (-1), R (0), S c3), T (4).

b. Balla PQ,.RT, TR, PT, QS. /

4. .a. ,Si ab, entonces- a - bes

b: Si. 0<k k2< 4, entonces k es

ci Si b, entonces a - b es

7

a. EScribe una ecUapidn que desciiba las posiciones relativas

de estosftres puntos.

b. LEn qug c0 diciones serg B el punto medio de AC?

6. Cuatro puntos

recta de manera

cuatro puntos e

Explfcalo.

C, D est& colocados a lo largo de una

ue AC>AB BD< BC. Dibuja la recta con

su sitio: LHabrg m4s,de un orden 13osible?

1,
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7. Los pates de maydsculas del siguiente pSrrafo rppresentaivo

bien ndtheroa, o reCtas, o segmentos, o rhyos. Indica cuS1 es..
cada uno colocando sobre cada par el simbolo, si lo hay, que

'falte,
)

"A3.+ BC.304e. 'DB contiene a los puntos A y C, ero DB

.no contiene ni al punto A ni-a C. A pertenece.a DB

pero C no". Haz un dibujo Ade ilustre'tu respuesta.

8. A es:el conjunto de todos los enteros x e y cuya sum es 13.

'B es el cohjunto de todoelos enteros .cuya dierencia es 5.

es la intersectidn de A y B?
).

.,°9; Juan dijo; "Mi catha tol en la Calle Oeste a mitad de camfno

entre la de Guillermo %la de Pepe".. .Pedro dijo: "lAsi estS

la mfat" Qu puedes-concluir 'con relacidn a Juan y Pedro?.

10. N hombres se sientan en un banco recto.. pe cubtos se puede

decir, "El se sienta entre dos personas"?

11. Contesta preguntas (a) hasta la (e), utilizando la siguiente
/

figura:

a. Describe la interseccidn del trifingulo AEF y el rectfingulo

ABCD.

b. Describe la interiieccidn del segmento EF y e rctangulo

Actap.

c. Describe reuni6n de los segmenos i, EF, y

'd. Describe la interseccidn de los segmentos

e. Describe la reunidn del trifingulo AEF y' el segmento,a.

12. Dadoiun grupo de cinco hombres (los senoresAlvarez, Benitez,

a. Del grupo,- Lcantos comitSsCharm, Diaz y Enriquez).

diferentes de 4 miembros se pueden formar?- b. LY de dos hiembros?

c.i LY de tres?
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13. Dado que A, B. C est& dlineadod y que AB 3 4

Ipodr; ser AC. Haz un dibujo para explicar tu rebpuesta..

14. Indipa c441es de los. siguientes.enunciados son ciertos y

pon f4lipos. Para tquellos'que sean falsos, da uneventestacidn

corrects.
-o,

a. 1-13+71 w*20- e.4 1-41 - 1-1I1 .
#;

b...1-8-9 1 . 17 fl 1(34-6) - (a4)1 .12a+11

c. 15a4lift tat g: )71 - 191 2

d. 19+21 11 . h. .1-111 - 1-4

- 54

15 .

R .Q4

-10
x

Os,

Mirando esta escala numgrica, Juarfldip: "La longitud de RQ

es Iy-xl". '5,amuel insisti6 en que y-x nada mfis,erd tambidn

correcto para dax la longitud de RQ. lEstfis de acuerdo con

Samuel? Explicalo.

16. La primer.% numeraci& de los puntos de_la recta de abajo repte-

'santa Un sistema de cObrdenadas. Dê acuerdo con los postula'os

,2 y 3, Icugles de las otras numeraciones no son sistemhs .de

coordenadas?

-3 -2 1 0 .1 3 it 5 6 7
a. -7 -6 -5° -II -3 -2 -1 0 1 2 3
b. 0 1 2 3 4 5 it 3 2 1 0

11 12 13 111 15' 16 17- 19 20 21
d. -12 4 -13 -111 -17,. -18 -019 '-24 -21
e.

.7.1.1

42 1 0 -1 ip 3 it 5 6 7

*17. Considera los puntos de una recta cuyas cooxdenadad se describen.

asf:

a. ,x < 3 C. ,x >2

b.
1

x d.

111

"as



6.e. x -3

f. Ixt f.. r2-

277

LCuAled de los conjuntos antetiores representari rayps?

Cules
*

representan puntos?; trectas?; tsegmentos?

a

4

I.

14

s

kc
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Capitulo 3

;

REdTAS 'PLANOS Y SEPARACION.

Rectis planos en el espacio

V
En el caPitulo anterior, hablgbamos s6lo acerca de rectas y

T.

. de la medida de la distancia. Procederemos above al eatudio.de, . :A

los planos y del espacio. Recordemos que nuestros tétminod funda-

mentales no definidos son punto, recta.y piano. Toda 'recta ,es..un

cOnjunto de puntos y todo plano QS un conjunto de puntos.

Definición: El conjunto.de,todos los puntos se llama espacio,
. En esta seecidn-explicaremos algunos de los tgrminos que vamos.

C7
a liar al hab4.ar.acerca de puntos, rectas Tplanos, y enuncia-

"reMos a gunos principios fundamentales referentes a ellos. La

maydr.parte de estos principios fundamentales se enunciarán como

postulados; otios como teoremas tan sencillos que serfa razonable

aceptarlos sin demostraci6n y llamartos' postulados, pero mo haremos

eso. El primero'de.los teotemas se demostrará en esta secci6n y
los demils.se demostrargn, a baSe deNlos postulados, en un capktulo

-posterior.. Efi el 'presente,, sin embargo, no nos preocuparemos muCho

por. este.asunto, en un sentido.0 otro,; vamos,a Aedicarnos simple-.

mente a. ttatar de presenter estos principios fufidamentalei di;ecta-.

mente tales coma son.
*4.

Con)unto de Otoblemas'.3-4a
. a 7

.Raz dos" marcas en lin pedazo de papel, b en la pizarra, para

represontar los puntos A y B. tCuA4tas lfneas rectas puedes.

dibujar que pasen por A y B? Qu ocUme-,si consideras ulfnea"

en un.sentido general que nO.seael de'vecta"?

2. Coge un tiozo duro de gart6n o tu libro. 4Podrgs Mafitenerlóefi'

una gpoición fija si lo tolocas sobre.las puhtdff.de dos. lApieS?
LCugl es el ndmero mfnimo deA.Apices ncesario par sostenerlo,

en,esa forma?

k
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3. Piensa, que la cubierta de tu libro es parte de un plano.

ICuAntos puntos serAn necesarios para determinar ese plano?-

4. 4CuAntos extremos tiene ura recta? ,LCuAntos extremos tiene

un segmentol.
a.

Definiciön: Los puntos de un conjunto estAn alineados si hay
A

una.reota gue los contengd a todos.

Definición: Los.puntos de un conjunto'serAn coplanarios (es-
.

r?tarAnveri un piano) si hay un piano que los contengd a todos.

e

.'
#

POr ejemplo, en este
,

dibujo de una pirAthide triangular, lO

puntos A, E y B están alineados y tambiAn lo estAn A, F y C

pero no lo estAn A, B y C. Los puntos A, B, C y E estAn en un

plano y tambiAn estdn en un piano A, 0-, D, F y 0, pero, en cambi

A, B,,C y D no lo estAn.
.

Una de las propiedades que nos interesa tengan ios cord
. , ,

t
de untos llamados rectas, planos y espacto es que contengan muchos

n'

0-

os.i Igualmente,.un'plano deberA en alguna forma ser "mAs

grande" quevuna recta y el espacio debetA.ser "mAs grande" que

culquier piano. El postulado de la regla garantiza que haya

muchos puntos en una.reLta; en cuanto a los planos y/411 espacioi

el stguiente postulado nos ofrece'las prôpiedades quo deseamos:



Postulado 5. (a) utTodo lano contiene por lo

menos tres puntos que no es An alineados.

.(b) El espacio contiefe por menos cuatto

puntos que no estAn en un plano.

1

/

Por conveniencia, ya que pronto nos referiremos a Al, repro-.

ducimos el postulado 1.

Postulado 1. Dados dos puntos diferentes cua-
.

lesquiera, habrA exactamente una recta qu,e los con-
.,

tenga.

Te9rema 3-1. Dos rectas diferentes se tntersecan a lo sumo

en un punto.

La demostracidn del teorema se deduce del postulado 1. Es

imposible que dos rectas diferentes se corten'en dos puntos dife-

rentes/P y Q, po'que por el postulado 1 hay solamente ung recta

que/Contiene a P,y.a Q.

Coniunto de problemas 3-lb

1. Datos: 1. L
1
y L

2
rectas diferentes.

2. El punto
1 Y L2'

.3. Etpunto.Q es¼ L1 y

4,Qud podemos decir de ciert acerca de P y Q?

2. ICuAntas rectas pueden co ener un punto dado? pos puntos

dados? LTres puntos.dado cualesquiera?
4.4 4r-,

3. El diagrama presenta tr s ectas diferentes Ag, CD, y EF, que,

estAn parcialmente ocultas p un granero. Si AB y CD se

intersecan a la izquierda del anero, LquA postulado, dice qup

no pueden. tambiAn intersecarse a la derecha del granenP

4

a

V.
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1

.Dibu.ja un diagrama para ilustrar cada paIrtd de este ejer-

cicio y justifica tus contestaCiones en térdlinos del Vostu.r

lado.l. t,

a. LCuAntlis rect sequeden trazar.pasando por los mismos

dos puntos .11

b. LCuAntas rec 8 se pueden trazar por tres puntos, tomados

de dos en dos?

5. a. LCuAntas.rectits se pueden trazar que pasen por cuatro

puntos en.uh plano, tomados de dos.en dos, si no hay tres

de los puntos que estAn alineados? (Sugerenoia: Denota

los Atos por A, B, C, O.)

ICuintas reCta habrfa si los puntos A, B y C eNtlivieran

alineados?

c. .Dibuja un diagre'anadpera (a) y (b).

"Un punto estA en una recta" y "una recta contiene a un'punto"

son dos maneras de decir lA.misma Cosa. .

a. Las definiciones de'estar alineados y ser coplAnarios ,

estAn. enunciadas en la segunda forma. Enuncia eras defi-

niciones de nueVo.utili,pando la primera forma.

b. La primera parte del postulado 5iestA'enunciada utilizando

la spgunds fo)kma. Enuncia de nuevo estb parte del postulado

utilizando la primeea forma.

7.t
JI
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*7. Al igual que en 'el.problemer6, el postulado 1 está redaCtado

n Kna de las dos formas. lCuAl? ,Enuncia de nuevo el post.2.-;-
./

lado 1 en 14 otralforma.

ye Segdii el postylado 5, un plano contfene por lo menoS tres

puntos. lTendrA algunoa mAs? I No podemos, a blip de los post4lados

c'on que contaMos, asegurar que sf los tiene;,y por eso presentamos

el

f

Postulado punrcis estAn en 'un plano, en-

tonces la recta que los cOntiene estA en el mismo piano.
A .

Este.postulado dice en esenci4 que un piano es llano,.esto

es que si contiene parte de una recta contiene toda la recta.
1

Teorema 3-2.' Si rvuna recta interseca a uplano que no la con-
,

%

Likne, entonces la intersección ser4 un solo punto.

Esto se deduce.del postulado 6 de la misma manera que e

teorema 3-1 se deduce del postulado 1.

I.

4V

La figuta nos' muestra la tkcta L; qu4-corta a un plano E en

un punto P. Vas a ver muchos dibujos como 6sta, de figuras en.el

espacio, y aprenderds a dihujarlas td mismo. Deberds'examiparlas

a

/0'
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cuidipoSamente 00tra ver c6mo se comportan. Un planooE se indica

generaimente dibujando un rectAngulo en E., Visto en perspectiva,

el rectAngulo se nos.presenta parecido a un paratelogramo. La

recta L.corta al piano en P. Parte 'de L estA punteadit. Esta

es la parte que "no.puede4y61), porque'e lo impide la porCiOn
4

rectangular de E (supuesta opaca). ,(E1 ap'gndice V explica c6mo

dibular figuras tridimensionales.;)

Hemos visto que dos purftos determinan Una recta. El siguiente

postuladb especifica una manera anAloga de determinar un

Postulado 7. Tres puntos cu lesquiera estAn por 10
menos en un prano, y tres puntos ualesquiera no ali-

neados est/In exactamente en un plan . MAs brevemente,

trps puntos cualesquiera son coplana puntos

cualesquiera no alineados determinan un plano.

Teorema 3-3. Dada uda recta y un punto fuera de ella, hay

exactamente un plano que los contiene.a ambos.

p

La figUra nos muestra un plano E determinado por la recta

L y el punto P. .

.Teorerqa 3-4.* Dadas dos recta's que se cortan, hay exacta-
_

.mente Un piano que las contiene.

41,

4
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La figura nos muestra las.rectas y'L2, que se cortan en

uncpunto P. E es el plano que contiene ambas rectas.

Finalmente, enunciamos otro postulado más:

Postulado 8. Si dos planos diferentes se cortap,"

su intalección es una tecta.

Conjunto de problem 3-1c

LCu4ntos planos pueden contener u punto dado? zpos puntos

dados? lTres?

2. .En up piso 1isç,i por qu
\

ces cojear4.una.mesa de cuatro

patas mientras una de tres patas est4 siempre firme?

3. Completa: Dos rectas diferentes pueden intersecarse

en y dos planos diferentes pueden interse-

carse en

4. Iftdroin dos puntos no estar alineados? LY tres puntos?

* zY cuatro? zY n puntos?

5.* Reqacta una definici6n cuidadosa de un conjunto de puntos

no alineados.

6. Dadoa: Los puntos A, BsoC en el piano E.
4

2. Los puntos A, B, C en el plano F.

4Podr44 concluir que el piano E es el mismotue el piano F?

Explfc4o.-
,

A
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7. Completa los siguientefi enunciados a base del diagrama que .

se acompafia:

a. Los puntos D, C, y J estdn alimeados:
.41

b. Los puntas E, F, y f están alineados:

c. Los puntos B, , y A están alineados.

d. Los puntos A, B, C, D, E, F sen

8. La siguiente.figura representa un cuerpo rectangular. Mate

en ella hasta que notes hien cdmo se ye en un dibujo *.

mensional. Despuds cierra el libro y dibuja una figura como

dsta para ti mismo. Practica hasta que estds satisfecho del

resultado.

9. 'Despuda,de terminar el ejorcToterior, dibuja una figura

que represente un cubo.
1

10. Dibuja un:plano E, uti1izano 1.1n para1elogramo para indicar

el, piano. Dibuja tin segmerito que estd en el plano E. Triza
.

una recta que interseque a. piano E pero no al segmeito. Usa

el punteadoliara represent4r 14 partg de la recta que "oculta"

61 plano. 4
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11. La figup de la derecha es dha pirdmide

'triangular, o tetraedro. liene cuatro

vertices: B, C, D, cada tres de

los euales no estfin alineados.

a. Da una definición para una arista

de este tetraedro. Usa la$ ideas

del texto como ayuda para dar la

definiciön.

iCudntas-aristas tiene el tetraedro?

Nómbralas.

12.

113-2

o

c.y:,LHay algunos pares de arista$ que no se intersequen?

d. Una cara es la superficie.triangular determinada.por

tres vertices cualesquiera. Hay' cuatro caras:

ABC, ABD, ACD. BCD. tHay algunos paees de 'earas ue no

i
se interaequ ? Explfcalo. Q

4Culintos planos iferenesjdeltermi-

.nados por tern4s deios puntos indi-

cados con letras) hay ergRa pirdmide

de la derecha? Haz una,lista completa.

(Dpbes obtener siete planos.)

0.7

3-2. Teoremas 4flunoiados a base de hipftesis conclusidn

Casi _todo teprema es una afirmaci6n de que si una',cierta costr
1

:p$ verdadera, entonces otra eosa es tambk1 verdadera.1- For

6jemplO, el.teórema 3-1 diceque si Li y L2'Illota,dos rectas dife-
I

rentes, entonces Ll intersécaa L2 a lo Tas en un punto La\

parte si de un teorema sylama la higOtesN, o la informaci6n

entoncegite llama la .!ons4,1,1214111,,o lo que hay que

demostrar. Asf, pod6mo1 escribir el teorepa 3-1*de:la Siguiènte

manera:

Tborema 3-1

/

1

Firpótsis: Lx:ly L2 son dos rectas diferentes.

Conclusi8n: Ljintersca a L2 a lo'm4s en un

punto.

tS.
, ,
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-Los posturados, desde luego, son como teoremas, excepto que

no Valt a ser demostrados. La mayor parte de ellos se pue4den

poner en la forma si entonces, igual que los teoremas. El

postulado 1 puede enunciarse asf:

Hipdtesis: P y Q son dos puntos diferentes.

Conclusidn: Hay exactamente una recta que contiene a P y Q.
.

Hay casos en los que esta forma de hipdtesis-conclusidn no

parece natural o dtil. Por ejemplo, la segunda parte del postu-

lado 5, expresada en esta forma, nos patece chabacana;

Hip6tesis: S as el espacio.

4nclusidn: No todos los puntos de S eptán en un plano.

Tales casos, sin embargo, son muy raros.

No es necesario, desde luego, qu todos los teoremas seenuncien

en la forma hip6tesis-conclusidn. Debe star claro, no importa en

qué forma se enuncie el teorema; cugl de sus partes es la hip6tesis

y 61.41 la conclusi6n. Es muy importante, sin embargo, que podamos

enunciar unteorema en esta forma cuando queramos, Torque de lO

contrario lo que ocurre probablemente es que no entenderemos exac-

Iamente lo que dice el teorema.

Coniunto de Eroblemas 3.-2
1

I. Indica Aué parte de cada uno de los siguientes enunciados es

la hipdtesis y qué parte es la conclusi6n. Si fuese necesario,.

redgctalos primero en la forma si-entunces.

.a. Si Juan estg drifermo, debe ir a ver un rAdico.
Ah

b.. Agritda conocer a una persona pelirroja.

c. Cuatro pintos estárk alineados si están en una recta.

d. Si hago bien mis asignacionest obtendr4 una buena nota.

.b) , e. Si un conjunto pelpuntos estA en un plano,ilos puntos

son coplemarios..

.f.. Dos recurs' que se intersecan determinan un plano,

Redacta las sigukentes afirmaclones'en la forma condicional

(si-entonces): -

,
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a. Dos rectas diferentes tienen
I

a lo sumb un punto. en comdn.

b. Todo estudiant de geometria sabe c6mo sumar enteros.

c. Cuando ilueve, ?fluye.' V. ....'

. i.

.

d.. Una recta y un punto fuera 'de la recta están contenidos

exactamente en un'plano.
e

e. Una acci6n deshouesta no es ética.

f. Dos rectas paralelas determinan Un plano.

3. Empleando las palabras "si" y "entonces", escribe en forma I

condicional el postulado 1 y el teorema 3-1. Indica en cada

caso la hip6tesis y la conclusión.

41 a. Oignifica el siguiente enunciado lo mismo que el teorema

3-4? "Dos rectas siempre se intersecan en un punto, y

hay exactamente un piano que las contiene". 1Por qué '

sr o por qué no?

b. Reddcta el teorema 3-4 en la forma de "hip6tesis y Conclu-

sión".

3-3. Conjantos convexos

Definición: Un conjunto A se llama convexo si para cada dos

puntos P y Q de A, todo el segmento PQ eStA en A.

Por ejemplo, los tres conjuntos abajo presentados son convexos.

A 10
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.Aquf, cads 4no de los conjuntos A, B y C consiste en una región

del piano.. Hemos hecho notar su convexidad dibujando unos pocos

segmentos PQ. Ninguno de los conjuntos D, E y F, de la figura

Siguiente, es convexo.

1 1
'Hemos. hecho notar aquf también, por qué no lo son, dibUjando pares

.de puntos P, Q, para los que el segmento PQ no cae totalmente

dentro det conjuntodado.

Un conjunto convexo puede ser muy extenso. Por ejemplo, dibuja

una recta L en un plinb E, y sean Hi y 112 los,coniuntos que eStAn

a los dos lados de. L, en esta forma:

.s

Lbs dos colijuntos Hi y H2 se llaman semiplanos o lados de L,

la'recta L se llama una arista de jcada uno de. ellos. (NotarAs

que 4 no estA en ninguno de los dos semiplanos; L no estA a un

lado de sf

Si dos puttos P y Q estAn edel mismo semiplano, diga os en

entonces el segmeilto PQ'tambiAn estA en Hi, y, kor,.16 tanto,

no ineerseca a L.

. $
,

4
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Asf, pues
, H es convexo. De la misma manera H

2
Itsconvexo;

esto se ilustra por media de los puntos R y S. en la figura.

\Notamos, sin embargo, que si T y U son puntos que pertenecen

a diferentes semiplanos, entonces el segmento Ty interseca a L,..

porque td no puedes pasar de un lado a otro de L sin cruzar, la
%

arista. .Expresamos este principio diciendo que L separa a H1 de

H2 en el piano, o que L separa o1 piano en,dos.semiplanos

R1 y H2.

Todo lo dicho hasta ahora.constituye una presentacióil acep-

table de los principios, pero no estd en muy buena forma matemá-

tica, porque se basa en un postulado que hasta ahora ni siquiera

hemos enunciado. Presentoremos, pues, el postulado Tiecesario y.

luego discutireMos las defintciones basadas en 41.

P stulado 9. (El postulado de separaci6n"del plano.

Se da una recta y. un piano que la contiene. Los puntos

del plano que no estdn en la recta forman dos.conjuntos

tales qu (11 cida uno,de/los conjuntos es convexo y

(2).si P estd en un conjunto y Q en el otrot entonces e

segmentb PQ corta a la 'recta.

4



- 7®

Definiciones: Dada unafrdcta L y un piano E que la oontiene,

los dos conjuntos determinados por el postulado 9 se llamarán

semiplanos, y L se dirá arista de cada uno,de ellos. Decimos que

L separa a,E en .los dos stemiplanos. Si dos puntos P y Q de E estgn

en el mismo semtplano, decimos que caen al mismo lado de L; si

P estg en uno de los semiplanos y Q en el otro, caergn a lados

opuestos de L

Memos que el postulaqo de separacit5ndel plttno dice dos cosas

dos semiplanos en que una recta bepara a
0acerca de los

,.(1) SP°dos tintak6aen en el mismo semiplano, entonces el

segmegeo entre 41lo e en el mismo semiplanO, y, por tanto,

nunca corta a ia 4r

(2) 'Si dos pontOs caen en semiplanos diferentes,,entonces el

segmento entre elloS siempre corta a la recta.

Si no limitamos nuestra atenci6n alcaso de un solo plado
A

Podemos toner much9s.semiplanos con la mismA arista.

A

"`v

La figura ilustra cinco de los semiplanos qu tienen a L como,

arista. (El ntimero posible de ellias es, tan rande como queramos.)

Notaris que aunque los puntos P y Q caen en iferentes semiplanos,

no pb4emos decir que estén en lados opuestos de L. Esto se puede

decir solamente de puntos como P y.R que están en un mismo piano

Eon L.'

6
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Un plano separa al espacio, exactamente del mismo modo, en

dos conjuntos convexos llamados semiespacios.

En la figura; H 1 es el semiespacio por encima de E, y H
2

es

el $emiespacto por debajo de E. P y Q estAn en H1, y también lo

está el segmento PQ. P y S están en diferentes semiespacios, de

manera queoel segm nto Ts- corta a E en el punto X. R y S estAn

.en el mismo semies)acio H
2'

y tambk6n loestá el segmento RS.

Esta,situdción se describe en el siguiente postulado:

. It

Postulado 10. (Postulado de separación del espacio.)

Los puntos del espacio que no estfin en4Ln plano dado

forman dolconj,untos tales que (1) cada uno de los con-

jurillos es convexo y (2) si P está en un conjunto y Q en .

el otro, entonces el.segmento PQ corta al pland.

Definieiones: Los dos conjuntos determinados porT1 postu-
.

Pado 10 seglaman semiespacios, y el plano dado sp 14ma cara de_ t.cada uno de ellos-.

NotarAs que mientras una recta es una atista de una infinidad

de semiplanos, tin piano es una cara de solamente dos seMiespacios.
.
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Cohjuato de probletas 3-3

Al contestar las siguientes Preguntas, y en las situaciones

no comprondidas en la estructura axiomática ya dada, deberás

atender a tu intuicien basada en lo que sepas acerca de los planos

y del espacio;

1, Preperate,para discutir oralmente las siguient preguntaslik

a Es una recta un conjunto convexo? Expl alo.

b. LEs canvexo un conjunto que consiste sol mente en dos

puntos? LPAr qué? fP

LEs convexo un rayo?

d Si le quitamos un punto'a una rec.ta, iformarán los punt

restantes un cohjunto convexo? 1Por que?

e.. LEs convexp el conjunto de puntos en la superficie de una.

-bola? lPor clue? 6.

f. LEs convexO el espacio encerrado por uaa superfiCie sfé-

rica?
4 a

g. 1Separa uh punto a un plano?; ly a un espacio?; 0 a una

recta?'

h. 1Separa un tayo a un plano?'Y una re8ta, LlO separa?

LY un segmento?

( 1Pueden dos,rectas en un plano separarlo en dos regiones?;

len° tres?; ,Len cuatro?; .ten cinco?

j. LEn cuántas partes separa un piano al espacio? 1,C6mo'.se

llaman eqtas partes?

Todo punto de PQ estd contenido A el

conjunto ilastrado a la derecha.

s4Quiere 'esdtdecir que,el conjanto ,es

convexo?, Explfcalo.

3. lCuollei de .las regiones.indicadas por

los numerales romanos-san,ConjunftqC

convexos? Justifica tu.elecci6n.

b.1

80
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4. tEs iodo plano un conjunto convexo? Explfcalo. tQue -postu-

lado esindispensable en tu'explicación?

5. Los interiores de J.as,circunferencias

'A y B son cada uno un conjunto convexo.

'a. 1SerA su intersección un conjunto

convexoi 'Explfcalo.

b. 1SerA,su reunion.un conjunto

convexo? Explfcalo.

6. Si le quitamos uri punto a un plano, tserA Convexo el conjunto.

.de los puntos restantes? tPor que?

7. Si es una recta en el plano E, tserA convexo el copjunto de

todoe.los puntos de E que estAn a un lado de L?

8. Tibuja un cuadrilAtero (una figura4Con cuatro lados) piano

cuyo interior,sea convexo. Dibuja uno cuyo interior no sea

convexo.

9. 'tSerg.convexo el conjunto que cditiene todos los puntos de la -

superficie y todos los puntos interiores de una bola?

10. 1Será convexo el conjunto de los puntos de una figura que tenga

la forma de una rosquilla?

11. Tenemos doe,.semiplanos que estAn cpntenidos en un plano.

Queremos ifber si su re6i6n serA todo el.plano cuando

a. los semipianos tienen la misma aridta. (Expacalo)

b. la avista de un semiplano corta a la atistA del otro

semiplano exactamente en un punto., usando

un diagrama si fuese necesario.)

13 :. a. tEn cuAntas partes separa a una recta un punto de elle?
-1

tQue nombre le pondrilas a'cada una.de esas partes?

b. Usendo, la terminologfa que desarrollaste en la parte (a);

escribe un enuncia o de separacidn de la recta anAlogo a

los postulados 9 y 10.

13. tEn que difiere.un/rayo de una semirrecta?
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14. 1PodrAn jarfuls tres rectas en un plano separarlo en tres

reglones? LY en cuatro? Explica si_ptieden separarlo en

clnco, seis, o siete regiones.

.

15, lEn cuAntas partes separap al espacio dos planos que se

cortan? LY dos planos paralelos?
_..

16. ICuAl eAel ndmero mayor de partes en que tres pianos dis-

tintos pueden separar al espacio? 111.el menor?
.

*1. Redacta 4na exp1iCaci6n cuidadosa de por qu4 es cierto el

siguiente enunciado: La intersecci6n de dos con,Nntos

conVexos cuale.squiera, que tienen al menos dos puntos eri

a .
f-

.comtin, es un conjunio conve o. (Sugerencia:. Seat P y.Q

'dos puntos cualesquiera de intersección.)

*18.. Dibuja cualquier cuerpo geom4trico limitado por sdperficip

planas tal que el conjunto de puntos del interior de la

figura no sea cogyexo.

Problemas de repaso

. .

1: Cada uno de tres pianos corta a los otros. tPodrAn cortarse

en una recta? 4TendrAn que necesariamente encontrarse los

tres en una recta? Explfcalo,

2. lakntos planos contendrAn a tres punt dados A, B y C

ninguna'recta los contiene?

S. 3. Escribe cada una de las stguientes afirmaciones en la forma

si-entonces :

a. Las, zebras con manchas de puntos son peligrosas.

b. Los rect4ngulos cuyos fados tienen longitudes iguales

.son cuadrAdos.

c. HabrA una fiesta si gana Oklahoma.

,d. Un piano queda determinado poF dos rectas cualesquiera

que se cortan.

e. Los perros'"cocker" son ceriftosos. 4
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4. Da la información que se p e acerctre los postulados del

capftulo.

Nué propiedad de cads uno de los semiplanos se mencioha.

en el postdaad6 de separación 461 9.1ano?
.

iTienen la misma propiedad los semiespacios del postu-

lado'de aeparación del espaeio?

Comenta el siguiente enunciado:

"El tdpo de la mesa es. un piano"

4b, Raz una lista de .todas las situaciones que hemos estu iado en

las que .se determina un solo piano.

7. Un conjunto es convexo,si, para cadki pgr de punt s en 4I, todos

los'puntos del segmento que une los dos pdntos e tAn

8. Dado que el piano E separa al espacio en dos semiespaci.0

R y S, y que el punto A estA en R y el punto B estA en S,

ltendrA AB que intersecar a E?

9. LI corta al piano E en P pero no estA eilvE. L2 estA en el

piano E pero no contiene al punto P. 4SerA posible que L1 y>

L2 se corten? Explicalo.

10. a. ,Un conjunto de puntos estA alideado si

b. Un conjunto de pun s es coplanario si

c. iPueden estar alines os 5 puntos?

d. 4Tendr4n que estar al neados 2 puntos?

e. 4Pueden estar all.neados n piantos?

, f. lTendrAn necesariamente que ser coplanarios 5 puntos?

g. 4Puei4n aer coplanarios n puntos?

4 4
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.

,

.r11,, Lot- puntys-P,1v.Q,a440 en los dos pianos E y F,A)larios que
. Y. +4.

se cortan en la recta AB. 1Serra correcto afirmar que P y
4-* ,

Q estAn en AB? ExplIcalo.

12. Olarki convexa la reuniOn de pn semiplano y 9, rayo--que estil

en.su arista?.



Oftpfttilo 4

ANGULOS Y. TRIANGULOS

4-4. ..De4nIclonesfundamentales
, .

xi An gulo es una. figura como una de éstas:
.

--.4.-L-9

Para ser más preciso:.

Definiciories. Un Angulo ..es la reun i9n de (Ws rayq& que

tienen el mismo Origen.p exeremo, pero que no estAn'en la misma

recta. -Los dos tayOs se llaman los lados del Angulo, y au,extremo

P comdn se llama el vértice.

El Angut reunibn de ii'y AC ise indica con /BAC,
, k\

con /CAB, o sencillameyite LA si fuera claro A 4 rayos se refiere.
0

NotarAs que /BAC puede describirse- tambilInnect ante A y dos Ountos

qualesquiera'qu* estén en lados diferentes'del Arrgulo.
4

.

'

lk,

Zn la figura anterior, el /DAE ea el mismo que el ABACi porque.,,

Ab 'es el mismo At y es el mism9 At.'

NotarAs que un Angulo se extiende indefinidamente en dos

direcciones, porque sus lados son rayos,.y no segmentos. La

:flgura,a.lguiente,.a la'izqulerda, deteimina lin Angulo dnico, peto

nq.e6 todo el Angulo; para conaeguir todo el 4ngulo tepemos que

$01.04gar.JOs segmentos hapta lograr y gd,
_ _ .

.

:

41

.



como erigla figura de la derecha.

Definiciones. Si A, B y C son tres puntos cualesquiera no

alineados, entonces la reunión de los segmentos AB, BC y AC se-

llama un trigngulo,

y se indica con AABC, los pLintos A, B y.0 ae llaman sus vgrtices,

y los.segmentos AB, BC y AC se ltaman sus lados. Todo trigngulo

determitieS,4ngu1os; el AABC determina los gngulos LBAC, LABC

y tACB, Oe'llamamos los AngulOs del AABC. Para abreviar, con

frecuencia los llamaremwsencillamente LA, LB y LC,

Notarás que mientras el AABC determina estos tres iingulos, no

los contiene en'realidad. Lo mismo qUe una escuela no contiene sus

graduados, asf un trianjiro no contiene sus propios gngulos,porque

'los lados.de un triánKillo son segmentos, y los lados de un Angul

son rayos. Para dibujar los gngulos de un triángulo, tendrfamos
0

que prolongar los lados del trigngulo para.conseguir rayos', en

'esta forma:



. V.

Generalmente., nada ganamos co1 estO porque sabemos dlara-.

mente .cuAles deben ser los Afigulos de,un triAngulo.

4-1

El interior de un Angulo consiste eh todos los puntos que estAn

denGrildellngulo; y el exterior de un 41gUlb consiste en todos los

puntos que estfin fuera, asf:

Exterior.

.3

Exterior

Extefrior
1,4

S

Podemos,enUnciar eSto coil mayor precisi6n como sigue:

Deflniciones. Sea /BAC. un Angulb que estg en el plaho't. Un
punto p de E estarg en el intekrior del LBAC si (1) P y B.estAn del

mismUlado de la recta X y tambi4n (2) P y C estgn del mismo lado

de la recta AB. El exterior del .LBAC, es el conjunto de todos los

puntos de E que no estgn en el interior y que lampocb estAn en el

ángulo mismo .

ieDebes examinar cuidadosamente lo dicho pars asegurarte de que

dice realmente lo que queremos que diga. th la figura, P está en

-et interior, porque P y B estAn del miSmo lado de At y también

estgn del mismo lado de .n.40 estA en el exterior, porque

Q y C no estAn del mismo lado de.AB. R.'estA en et exterior, porque
A

estA del."ladondebido" 4 ambas.rectalgHy estiip el .

exterior, porque estg del nlado indebido" de AC.

Nbeargs que definlmoS el interior de un Angulo como.1$ inter-

secii6n de dos semiplanos. Los'semiplanos se yen asf:
<\

e
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Aqui uno de los semiplanos cstá rayado horizontalmente, el otro

tiene rayss verticales, y ci ihterior del LEAC pstA rayado de

ambas maneras.

El interior de un trlAngulo lo cons.tituyen los puntos que'

estfin dentro del trtangulo, asi: i/

Mfis precisamente:

Definiciones. Un punto estfi en el interior de un trifingulo

si:6stfi en pl interior de cada uno de los Angulbh del.trifingulo.

141,punto e,pt4 en elexterlor de Uri trlángulo sl esti en'el piano

del trifingulo,vero no es un punto del trifingulo o AR su interior.

1)e ouevo,Idebes fljarte bien para estar seguro.de. que esto

dice realmente lo què quereMos que diga.

k
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Cogakinto de problemas 414.
,

4-1.

1. Completa esta deflOicidn.de Angulo: Un Angulo es la

de dos que tienen el mismo extremo, pero que.

, no estAn en la misma

2. Completa esta definici& de trigngulo: On trigngulo es la

de 1os4tre8

dos, tres puntos

3. 1Son los lados AC y AB del AABC los mismos

que los lados del LA? Explicalo.

que unen dos a

4. LEs,la reun n de dos de los Angulos de un triAnguIo lo mismo

que el propio riangulo? 4Por que?

5. LEn cuAntas reg ones separan al plano de un trigngulo los

Angblosidel triAnkplo?

6. ,Completa:

- LNPS 5xLMPR

-

. 0

7, Nombra los Angulos.de la"tigura.

$

;

6
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8. lcuAntos-ingulos estgn d ermi-

nados eftbls figura? NdM 4los,

4Cugntos serA posible nombtiti'

utilizando solamente la letra del

vértice?

9. Nombra los gngulo's de la figura.

Ofjate en que hay mgs de seis.)

10. Nombra todos los trigngulos de

la figura. (Ffjate en que hay

mgs.de ocho.)

f

11. a. Nrue puntos de la figura

etAn en el interior del

4.c13A?

b.' 4Qu4 butitos están en el

exterior del z 8? G H
12. LE4A el vértice'de un gngulo en el interior del fingulo?;

Len su exterior? Expl calo.

13. ISerg el,interior de gngulo un conjunto convexo? 4Y el

exterior?

14.'wlEs un trigngulo un c. njunto cony

15, 4Serg el interior de un
, .

el exterior?,

riángulo un conjunto convexo? tY
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16. _a. Iyodrg un punto estar en el exterior de un trigngulo, 0

y tambi6n en el Ulterior de un gngulo del trigngulci?

Ilustra tu respuesta. -40

b, 1,Podrg un punto estar en el exterior delin trigngulo,

pero no en el interior de ninguno de los gngulos del

trigngu1o? Ijustra tu respuesta.

17.. Se da el AABC .y un punto P. P estg en.et interior-del LBAC

y también en el interior del zACB. Ou6 puedes decir acerca del

puntoP?

18., Se da el,AABC y un punto P. P y A están del mismo lado de

gt. Py B estgn del mismo lado de Z.

a. zEstg P en el intericir del LACB?

b. zEstg P en el interior del AABC?

19. Explica cuidadosamente por qu4 es cierto el siguiente enunciado:

Si una recta m corta dos lados de

un trigngulo ABC en los puntos

D y E, que no son v6rtices del '

trigngulo, entonces la recta m

no corta el tercer lado. (Suge-

r.ncia Muestra que A y B estgn
4

n elm smo senliplano.)

4-2. Ob8ervaciones acerca de los gngulos

CLo que hemos presentado en este'capftulo es la forma mgs sen-

cilia de la idea de lo que es un gngulo. .De acuerdo con nuestra".

definición, un Angulo es sencillamentd un conjunto que'es,la

reunión de dos rayos no alineados, ast:

e '



Los Angulos, tomados en este sentido, serVirAn para Vos fines
.

de es ,te curso. Más adelante, eficontrarAs en varias otras.formas

la idea de lo,que es un Angulo. Eitplicaremos ahora brevemente
0 I

estas otraslormas.S6lo para que no te confundas en ca,so de que

hayas ofdo hablar de ellas'anteriormente.

(1) En primer'lugar, a veceis pensamos en un,Angulo como

bbtenidO medigilte la rotación de un rayo desde uAa
r
Dosición hasta

otra. En tal 'caso, un rayo e4 el. lado inicial, y el otro .el.lado

terminal. Desde -ese punto de Vista,los dos Angul9s.dibujados a.
contfnuación serfan diferentes, porque las rotacir. ones van en

11direcciones diferenies:

El primero se llama un Angulo pOsftivo; la rotación es Contraria
4

a la de, las agujas de Oh reloj, El.segundo es.un Angulo nega-

tivo; la rotación es cvmo la del reloj.
.

(21 La gente habla a veces de Angulos Ilanas, como éste:
a f

Aquf se considera que.los rayos AB y Zfottilan.un Angulo, a \

Tpesar de que 4, B y C.estAn alineados.

(3) Finalmente, a veces'estable6emos distinción entre Un

An ulo corriente y in Angulo'cóncavo ebn los mismos rayos como

ladk. El areo don dosIlechas de la figura intenta seftalar'un

.angul cancan:
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Estas complicaciones, y varias mds de la misma clase, no se

emplearAn en este libro, porque no harAn falta. Por ejethplo,

los Angulos de un triAngulo jamAs son c6ncavos, y tameoco hay una
,

manera razonable para deciair enAué dirección deberemos-pensar. .

g

que_van. No serA haSta que lleguemos a la trigonometrfa lue estos

Adgulos exttaños-vendrAn a ser necesarioa e importantes.

1' 4-3. Medida. de Angulos 44.

Los Angulos se miden generalmente en'gradosi. utilUando un

transportador. Coloqando éste como ea la figura A, con su arista

Sobre la dersemipl,ano H, podemos leer un gran ndmero de Angulos.

0

Figura A .

El ndmero de gradosdeun Angulo se llama su medidir. Si.hay

r grados en el Angulo L.XAY,.entonces escribimos

InZ.XAY r. 44)



86 -

Por ejemplo, en la figura leeremos que
0.

m 10,
m Z_QAB 40,
m R AB 75,

m LSil3 90,
in,LT4T3 105,

y asf sucesivpmente. Naturalmente que los rayos &qui dibujados

\
\ forman muchos más ángulos que los anteriores. Por sustracción,

,

podemos deducir que

mZQAP = 4a - lo = 30,
SAR 90.- 75 - 15,

y asi sucesiyaTente.

Puesto que m zQAB - 40, decimos del zQAB que es un Angufo de 400,1

e indicamos su medida del modo indicado en la figura que sigue:

A

Pero no necesitamos usar el sfmbolo de grado al escribir m QAB = AA,

porque,segdn.explicamos al,principio, mz. QAB significa el ndme 0 de

grados del .inguto--

.NotarAs que en la figura A'no existe un Angulo ZCAB, porque las"'
-4

rPyos g y AA están alineados. Pero notamos que'el rayo AC correspom

al ndmero 180 en la escartinum6tica del transportaddr, y que el
-4

rayo AB torresponde al ndmer60. Por lo-tanto, podemos hallar

m CAU escribiendo
m CAU = 180 130,

= 50.

De manera anAloga,

mz. CAQ = 180.- 40,

A- 140.

Los'siguientes postulados meramente resumen los principios que

hemos venido.explicando acei.ca de lips transportadores. Ilustramos

cada uno de ellosvcon una figura.

4 Postulado 11. (Ef postulado de la medida de Angulos.)

Ajada Angulo'ZBAC le. corresponde,on ndmero real entre,

0.x 180. '

9 '1
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1

A

mLBAC=r

011,

Deflnición: El ndmero espedficado en el postulado 11 se

llama la medida del Angulo, y se escri.be mZ. BAC. ,

.) postulado 12. (Ei postulado de la construed&
del Angulo.) Sea AB un rayo de la arista del semi-

planoll. Para cada namerwr entre 0 y 180 hay exac-

tamente un rayo AP, con P en H, tal que m PAB"-.r.

Postulado' 13. (El postulado de la adidon de
A

Angulos.) Si D es un punto en el interior del LBAC,

entonees m / BAC m z BAD + m z DAC.

Simn,

r.sr

-

4-3
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FundAndonos en esto fue como calcutamos las medidas de Angulos

pOr sustracci6n, con un transportador cuya'sristh cars sobre el

rayo. . (m z. DAC m z. BAC - m BAD .

Dos Angulos .forman un pat lineal si son como 6stos:

Esto es: -/

Defini.ción: Si AB y AC son rayos opuestos, y A es otro

rayo, entonces LBAD y DAC formanr-v1 par lineal, 0 tamb16n se dice

que son adyacentes.

Definición: Si la-suma de las medidas de dos Angulos es 180,

entonces decimos que los Angulos son suPlementarios, y que c;Ida

, no es el suplemento d otro.

1\)
De ahi el nombre del siguj.ente postulAdb:

I ,

'74

).1

Postulado 14. (El postulado del suplemento.) Si

dos Angulos Torman'un par lineal, entonces son supleN

metiltarios.

9 (it
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Conjunto de problemas 4-3

1. Utilizando la figura, halla el i/a1or de cada uno de los

siguientes:

a. m LFAB
b. 1 m LEAH
C. mj4AC
d m LFAE
e. m LGAE

. m LMAN.

g. m LEAD

h. m m LOAH

1. m LOAF + m LFAE
,j. m,MAB m LFAB
k. in LHAB - InLDAB
1. m LNAE - in LNAH

2 A medida que practiques, podrAs ir aprendiendo a estimar con.

bastente precision el tamaflo de los 4nOtrbs sin necesidad de

utilizer un transportador. No emplees un transportador para

decidir cuAles de los Angulos de la figura tienen medidas

acotadas como se indica a continuación:

t I
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Aparea los Angulos de la izquierda con las medidas de .a

derecha.

U.

b.

rn . 15 < x < 35

n . 70 < x < 90

p . 80 < x < loo

q 45 < x < 60

P

3. Empleando solamente una regla, y no un transportador, traza

Ahgulos cuyas medidas sean aproximadamente 30, 150, 45, 60,
k

135, 90.- Usa tu.transpOrtador desPugs para compeobar las

figuras.

, Toma, sobre la arista de un semiplano, un segmento AB de

unas'3.pulgadas de 'largo. En A dfbuja el rayo AC en el semi--

plano y.que forme el LBAC de 58°. .En B dibuja el rayo i5 en

t6smo'semip1ano y que forme'el,LABP de 72°. Xide el Angulo

restante del triAngulo que formastei

.5. En a figura,

a . rn LIALF'+ rn LatiF
b. m LOFH LBFH rnL

4,
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.6. En la figura, ,

a . m z XZK + rn.z. KZR m z YZR mz. ?

b . m XZR - rflz. RZK = mz ?

c . rnz XZY - rnz. XZK = mz ?

d. Si Y, R, K y "X estAn alineados, entonces

YRZ + mZ ZRX = ?-
7. En la figura, AB y CD se cortan for-

mando cistatro Angulos. Usando la
.

medida indicada, halla'a, b c.

128
0

8. Determina el suplemento de cada um) de.los siguientes:

110°, 90°, 36°, 15.5°, n°, (180 n)°, (90 -

9. Si uno de dos Sngulos suplementarios tiene una medida quees

30 mgs que la medida del otro, lctuinto mide cada éngulo?

10. Si la medida de un 4n.gu10 es el doble de la medida de su

suplemet

11. La medida

halla la medida del Angulo.
4

e un Anguló es cuatro veces la de su suplemento.

Halla ta medida de cada SngUlo.

12. 4. Dado un rayo AC que estg sobre la arista de un semiplano

H, y un ndmero r entte 0 y 180, icte cu4ntas Maneras

Puedes ,trazar utc-rayo AB en ii tal que m ZBACI..= r?

4Por WA'?
'n

b. Dado un rayo Ac en un plan() E,-y(un.ndmero r entre 0 y

180i Ide cuéntas maneras puedes trazar un ray6 en E
I

tat que mLBAC = r? gor qué?

4-4. Perpendicularidad, Aagulos rectos y congruencla de Angulos

Definiciones: S1 los dos SnguIos de un par lineal tienen la
4

misma medfda, entonces cada uno de ellos es ua,Angulo recto.,

I. o
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-

r-

Ia

i,...

. Toda vez que r + r .. 180, por tl. postulad, del suplemento,

vemos que un Angulo recto esin Angulo de.900. Esta se pUede con-
. .

, .

.. . .

siderar como'otra defInrción de un gnguld retto; equivalente a
.

nues ra primera definici6n,
.

.
. ,

.-

. .

.

/ris fg6iI definir la perpendicularidad.deecualc quipr Combinacidn
. ,,._

.

de rectas, rayos 0 pegmentos, a base-de ',Angulos rectos. Al. licar
. ..

) .-.
las siguientes definicioneS\, reCUerda que un rayo a un segmento

_

determina lima recta d ca qu lo contiene.

Definici6n: Dos oijunios que se intersecan, cada uno de aos

cuales es o bien una tecta,. o un rayo,-o un segmento, son perpendi-4

culares si Las reetas que los contienr determinan un gngulo

recto.
.

Definici6A:" Si la suma de las medidas de dos gngulos ps 90,

entonces decimos, que los Arkgulos son complementarios, y que cada

uno es el complemento del okra. (Compara esta def1lici6n,pion la

de Angulos' Alplementarios que Aparece inmediatamente antes del' :

postulado del suplemento.)

Un AngUIO con medida merfor(ve 90 se llama agu do, y un gngulo

. con medida mayor que 90. se llama obtuso.

4

tan.
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xe 4
Definici6n: -%Los Angulos que tienen la misma medida se llaman

Angulos congruentes.

Es decir, el.z.BAC y el

En este caso'escribimos

R serAn congruentes si m L BAC m L PQR:

7

2 BAC 24 PQR .

NotarAs que la ecuación m z BAC = m z PQR y la congruencia Z. BAC 1. PQR

son totalmente equivalentes: podemos susiituir una por otra siempre

que queiamos.

Los.siguientes teoremas son de fAcil demobtraci6n una vez

recordemos Claramente el significado de las palabras,empleadas:

Teorema 4-1. Si dos Angulos son complementarios, entonces

ambos son agudos.

Teorema 4-2. Todo_Angolo es cohgruente consigo mismo.

Teorema 4-3. Dos Angulds rectos cualesquiera.son congruentes.

:reorema 4-4. Si dos Angulos son a la vei çongruentes y suple-
,

mentarios, entonces cada uno de ellos es un An ulo recto.

(Sugerencia: Sea r el ndmert que es la me de cada uno de los
A

Angulos% el gtoblema .es, pues, hall el valor de r.)

Teoema 4-5. 'Los suplementos d Angulos dorigrUentesison

conguenteS.

,En otra 'forma: .Si (1) 'LB zz.1), (2) LA yzB son Aldemen-
(

tarios, y (3) LC y z D son suplementarios, entonces (4) LA;IL C.

O

0
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'Demos iIrk, ,4.441 afirmar que L B LD enteridemos que

mzi} ymip.sbn ek mo nqmero r,- tal como en la figura. Toda

que .LA yz B son suplemenf4rios, sabemos que

.,-mL A = 180 - r(iL B 180 - r .

Por ,la misma raz6nis "-'"-

'm,LC =,180'-'mLD = 180 - r.
,

lo _tante. mL ett=m4C lo.que significa que LAI=LC;
No debes pen*ar., como a caso n ldbfigura, que los Angulot

, .

.

suplementarios tengan necesariamente que cOlocarseuno al lado
..del,otro de manera que sea eVidente que sus medidas suman 180,.

Lao sigul,ente figura servir& tambidn para ilustrar el teorema.

.

a

;

Al dibujav las figuras para ilustrar teoremas o problemas, debes
darte.cuelita ae que 1( figura del libro no esi,la dnika correcta,
y debeS tratar de que tu figura sep-diferente a la que da el libro.

%

fvrema .Los comp1thentos 1e ngolop congruentes son con-
.

. gruentes..

La, demostraci6n de este teorema -es casi la miosma'que la demos-
traci6n anterior, y debes traear.de hacerla td mismo.

Cuanda dos rectas se cortan, forman cuatmangulos, asi:

.4111
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I.

Los .Angulos z1 y Y3 se llaman opuestos,por el v6rtice, y los

Ang Jos z2y z 4 también se,llaman opuestos por el vatice.

on mayor. precisi6n:

4-4

Definici6n: Dos Angulos son opuestos por el vértice si sus

,lados formaq dos)pares de rayos-opuestos.

Paiece como que estos.pares de Angulos opuestos por 111 v6rtice

d bileran ser congruentes, siempre el caso:

Teorema 4-7. Los Angulos opuestos por el v6rtice .son .congruentes.

44

Demostracift: Sabemos que g y-il son rayos opuestos, y que AB y

AD son rayos'Opuestos, de manera que'zl y z 2 son Anguloitlopuestos

/i)or el vértice. Entonces, zi y z3 on suplementafios, y L 2,y L 3

.,son suplementarios. Como z3 esttngruente cansigo mismo,'esto

significa que z 1 y z2 tienen suplementos congruenter Por el ,

teorema 4-5, zli'Llf z2, que es lo que se querfa demostrar.

Teorema 4-8. Si dos rectds que se cortan.formap, un Angulo ;

recto, entonces forman cuatro Angulos rectos.

o

4
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t
.Debemos poder.efectuar la demostraci6n del teorema.

*

1P. Con'unto de problemas 4-4

1. a. , En un plano, y por un punto de una recta, LcuAntas perpen-

diculaAes se pueden trazar a la recta?

b. En el espacio,,y por un punto, de una recta, isuántas per-

peROiculares se pueden Irazar a.la recta?

-Si OR y OS'-gon,rayos opuestos y ON es un'r'ayo tal qde

mzRON = m zSON, Lqud puedes decir acerca de ON y RS? Explf-
.calo.

3.. En el semiplano H,XB y XA son rayos

opueStos, mz RX134= 35 y'mz RXS = 90.

d Nombra un par de rayos perpendi-
.

culares, al es que hay alguno en

la figura.

.b. Nombra un jar de Angulos comple-

mentarios, si.es que hay algunos

en la figura.

c. Nombra un par de Angulos opuestos

por el vdrtice, gi eP que hay

algunos en la figura.

. d. Nombra dOs pares de Angulos

1 suplementarios de la figura.

:4.: Yara cada Uno de Ws sl.guientes, determina

un Angulo OmplemenAzarlo,;

'..

1 0 ',



a. 10°

b. 80°

C. 44.1°

97

d: x°

e. (90' - x)°

.f. (180 - x)

4-4

a. Si dos Angulos ccm la misma medida son suplementarios,

zcugl,es la medida de. Cada uno?

b. .S1 dos Angulos'con la, misma medida son complementarios,

lcugl es la .medida .de cads uno?
. 1

6.- a: Si dos rectas.se cortan, lcufint9s pares de gngulos

opuestos por el rtice se forman?

b. Si-la'medida de uno de'los gngulos en'(a) es 70, lcugl

es la medida de cada uno de los otros?
- 0

c.. Si todos los gngulos en (a) son con_gruentes, lcugl es

la medida de cada.uno?

7. Si uno-de un par de Aqgulos opuesto/s por el vgrtice tiene

medida r, escribe las f6rmulas para las Medidas de los otros

tres ángulos que se forman.

: 8.' En el semiplano H, GE y GA son rayos opuestos,

mz. AGB = mz, NC, y

mz CGD = mL. DGE.

Halla mfBGD.

9. Demuestra el teOrema 4-i.

10. Demuest;p el teorema 4-4.
.

11.:En la figura del pApblema 61,y a y a son rayos

opbestos:

j)emUest;s 4AG y 4DGE son complementarios.
. i

10,)

0 4
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12... En el piano .E, tas rectas kg,

, se cortan en 0.

-, .-
4

Demuestra que..b +g+d= a

4
-1.

13 Si 0Ap OB y OC son tres rayos diferentes en un piano, nin-

llos opuest6

iguientes

tro, indica si las afirmaciones,

ertas o fa sas y explica por 11.U4:

inL AOB m L BOC = M.Z AOC.

b . m z AOB m 2 BOC AOC = 36

14. a medida de un Angulo es nueve veces la e su suplemento.

CuAl es la medida del Angulo?,

15. E desarrollo de un figura eS un dibujo piano que se puede

blar una o mAs veces para formar la superficie de un cuerpo

dado (la figura eh cuesti6n). Abajo aparece un cubo y su

'desarrollo.

ft

(las lineas de puntos indican
Aobleces) .

Usa tu imaginaci6n, tu regla y tu transportador para hacer

A desar ollo de cada una de las figuras que aparecen abajo.

eiLuego r corta tu dibujo, de5blalo por las lineas de puntos,

,y pega las aristas. Usa cart& o impel grueso para lograr
,.

una'figuril rigida.

a. Una pirAmide cuya baSe es

un cuadrado de lado 2" y

cuyas otras caras sOn triAngulos

isósCeles Con A6gu1os de60*-en

la base.

.1



N
b.- Un prisms cuyas bases son

pentggonos con 14gos de 1

pulgada y Angulos de 108',

y duya Altura es'de 2 pul-

gadas.

0

Problemas de rgpaso

1, Ou4 instrumento 'se .us'a para.medir Angulos?

2. A todo Angulo corresponde un nilitero real entre

-que se llama la mpdida del Angulo,

3. Un Angulo con medida menor que 90 es

I I

4. Dos gngui.os formados por la ieunidn de dos'iayos opuestos y un

tercer rayo, los tres con el mismo exremo, son un

de Angulos.

5. Si la sums de las medidas de dos gngulos es 90, entonce'S' sada

uno se llama un del otro.

6. Un Angulo que tiene una vedida mayor que 90 se llama

7, Angulos con la misma medida son

8. -Si dos ngulos son a la vez congruentés y suplementarios,

ethonces cada"dno de ellos, es un

9. Los suplementos de Angulos congruentes son

10.. Si dos gngulos son complementarios, entonces cada uno de

ellos es

11. Un Angull es la de dos ciue tienen

uh extremo comdrk.

12. Si X, Y, Z son tres puntos la reunión de los tres

segmentus que determinan dos a dos es un

13. Utt punto X estarg en el interior del LRSi si losip.untos

R caen al mismo lado'de y si los puntos
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. -
X y caen,a1 mismO kado de

14. Si la suma de las medidas de dos gngulos es , dstos
,

se-llaman complementariosf y si la suma es . se

1 llaman

15 . Dos gngulos oputstos formadog por dos rectas que se cortan se

llaman gngulos . Estos son siempre congruentes..

16 . AB y AC son rayos. opuestos . Loa puntos E, F y H estgn al

mismo lado de n . Los puntos E y H estgn a lados opuestos de'

. Los puntos- A. y.H estgn al mismo lado de . nil AC y

a,. m 2 FBE .= 20. Dibuja la figura y halla:

. m EBA b. m FBH c. m z EBC

17 . Da tos : Halls:

az BCD = 90 a. mz DOC
.

. m z BOC = 50 4 b. niL BCO

m z DCO =1 25 c. mZ DOA

z DAO = 45 d. m Z AOB

18. Si uno d dos ángulos suplementarios tiene una medida, de ,
r

59 mgs qu'`- a medida del otro, Lcufil es la medida de cada ,

gngulo?

10. La medida de un gngulo es cinco veces la de su complemento.

Halla la medida de cads gngulo.

20. LEn qud condiciones sergn congruçtitros gngul.os de un par
,

lineal? ,

21. tHabrg Un punto en el plano de un tri ,gu10 tal-que n est6
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ni en el: exterior ni en el interioi del-trigngulo', ni tampoco
en el interior o el exteriorl' de cualquiera de sus 4ngulos?

22. 1Serg la medida de un Angulo, sumada a la medida de un Angulo,
la medida de un gngulo? Explfcalo.

23.. aodrfa considerarse l interior de un trigngulo cOmo la

intersecci6n de tres semiplanos? IluStra con una figura.

24. .1,Cufintos trigngulos- hay en este figura?

25.. LEs m z BAC m mzBAE?

26. LEs LBAC m 4BAE? :

27. lEs zABJ suplementario a LEBC?

.28. ''LCuAntos Angulos aparecen indi-,

ca4os en el dibujo?

Figura de los problemas 24728

\
29./Explica euidadosamente por clue es cierto el siguiente enun-

ciado:

St tines recta m corta a 2 Iados de un trigngulo ARST .en los

puntos U y V, qUe no son vdrtices del trigngulo, entonces

la recta m no corta al tercer lado.

30. Dado, en la figura: zx Deuquestra que Lz

31. Si se sabe que La que zx es suplemeutario.del a; y,que

y es suplementario del.Lb, ben qud teorema_o posttfilado 'to

basargs para demostrar que 1437?
6



A

31. El poseglado de la medida de fingulos imponp una limitacidn

a la medida d ngulos. ICutil es esa iimitacidn?

33. Di si es correcta esta otra,redacción del postulado d

comstrucci6n del dngulo; Dado un rayo XY y un ndmero

0 y 180, hay exactamente un rayo XP tal que m LPXY

ExpliCa tu.respuesta.

34.

ILE

k-oehtsre
4,

Gitándolo o enuncidndolo cqn precisidn, i qué postula4o to

parece el rads apropiado 'como bade de cada mode los stguientes

enunciados:

0. b.

0

LDAC m LBAC - m LBAD r 8 - 180

.14

4-4
3 . Di si serdsiemprecierta la siguient'e afirmaci6n: Isi AB y

_is 65 se. cortan en 0, entonces.LAOCIIZBOD.

A

4611

'
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Capftwlo 5

. CONGRUENCIAS

5-1 El concepto de congruencia.

En el lenguaje corriente, diriamos que dos figuras geométricas

son congruentes si tienen exactamente la misms forma y tamafto.

Por ejemplo, ea la figura de abajo, los tres.triAngulos son

congruentes.

Una maheia de describit la situaci6n es decir que uno cualquiera

de estos trigngulos se puede colocar sobre cualquier otro de

manera que coincida con 61 exactamente. Asf, para ilustrar b que

entendemos al decir que dos tripgulos son congruentes, debembs

explicar qué puntos han de superpOnerse.dos.va dos. Por ejemplo,

para mover ek4 AABesobte el GADFE,.debemos colocar A sobrd,E,

sobre F, y C sobre D. Podembs escfibir asi los pares de vertices

correspondientes:'"

-Para describir la

A

B 4=-- .F

C 4D/

congruencia Ael primer triAngulo y el tercero,

debemos aparear los v6rtices asf:

.A 4--* G

B 4* H,
C I
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LC6mo aparearfas los V aces para*scribir la congruiancia del

segundo triAngulo con l tercera?':'

Un apareamiento c mo cualquiera
(,

una correspondencia u o-a-uno, oodorr

los vertices de los os triAngul9s. .S

dear, si los triAngulos coinciden'ala

manera descrita--entonces la -correspond

congruencia entre los dos triAngulos.

derikas que acabamosde presehtar son colgruencias. Por-otra

parte, si e-scribimos

los descritos auiba se llama

vs'ondencia biunfvoca, entre

areamiento funciona--es

r los vertices de la

ncia biunfVoca se llama una

r ejemplo, las correspon-

A F

B

E,

esto nos da una correspondenda biunfvoca, pero n_o_ nos da una

congruencia, porque los triAhgulos primero y segundo no se pueden

hacer coincidir mediante este apareamiento particular.

Todavfa podembs escribir mAskbrevemente es'tas corresPondencias.

Por ejemplo, aa correspondencia

A 4.11' E

F

C D,
!

que ofrecimoS como primer ejemplo, puede escribirs'e en una sola

'llnea asf:

ABC 1---i.EFD ,

/Aquf'debe sobrentender§e que la primera Ietra.de la izquierda

caytcdsponde a la primera letra de la derecha, 1.a. segunda correeponde
0

a la segunda, y la tercera.a la'tercera
:

alf:

5

ABC EFD
4 1
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:TomeMot otro ejemp

5- 1
1 ,

Estas dos figuras tienen la misma lorma. y taMafto.. Para'mostrar

ic6mo la una puede colocarse sobre la otra, debemos aparear lOs

, vertices a's1-:

A

4 r G

C F

D E

Estas dos figuras son congruentes, porque la correspondencia

deScrita e$ una congruencia, esto es; las 4guras se pueden haper

coincidir...,:si los vertices se aparean.en la foOta dada. Abreviada-

quente, esta congruencia se puede escribir'en una sola lfnea-asf:
. ,

.ABCD 4-44. HGFE

-')
.

Notards que 90 imp tta el orden en que escribimos las parelas de .

t
puntos. Pudimos haber escrito nuestra Lista de parejas asr:

D E

B G

F

y pudimis tambien hOer descrito nuestra correspondencia biunfvocia

en una sola lfneA asf:

DBCA EGFH'

Todo lo que importa es saber que punto se aparea con cuál otro
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'Es iosib1e Aue dos Elguras sean .congruentes de mAs de un

modp.

, 6

AqUf la correspondepcia

FDE
es una congruencia, y.la correspondencia

,ABC.- FED

es una .congruencia diferente entre las mismas dos 4guras.

Obviamente, el LABC.coincide consigo mismo. Si convenimos

.en aparear cada vertice consiaO mismo, tendremos la cOngruencia

ABC

Al1

Esta se llama la congruencia identica. Hay; sin embargo, otra

manera de aparear los vertices de este triAngulo. Podemos emplear

la correspondencia

ACB.

Meaante es,ta correspondencia, la figura.se hace coincidir con

ella mi a, pep se intercambian 16k vertices B y,C. Esto no es

p.osOileien Manera alguna para todos los triAngulqs; y funciona
e. \ A... o A

%solamente cuando dos lados deltriAngulo pot lo Menos tienen la misma

.longitud.'

Coil unto A4problemas:5-1

En .losproblemas de esta secciOn, no hay trucos en el,moawde

dibujar las figuras. Es decir, laecorrespondencias'que parecen

$er .congraencias, al medir las figuras con cierto cuidado, se

'supone que son. congruencias. En estd sección no,eseamos tratanio

;de tmostrar cosa alguna. Estamos meramente trata4do de aprender

PIMP

rt

I.
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de manera intAtiva lo que significa una congruencia.
:

.

.A .

, L. A continuaci& aparecen seis figuras, :.Escr tantas4pon-
,-.

gruenc,ias como'puedas determinar entre esas uras. (No
.

cuenses la congruencia idéntica entre una figura.), ella

per0 reAkerda que.hay una congruencia diferente de

entreUn trikingulo que tiene dos lados congruentes (

y ét:nismo%) 'Debertis encontrar seis congruencias en total.

(Una .congruenc.ia es AF SUT.)

9-

.

2. Contesta could en el problema 1:
\
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,

,3. Contesta'coMo en el problems 1:

Contesta como en el problema 1:

C U
P

i 'FR Y,
..

.

. LCu41es de'estás figuras no tienen.una con quien aparearse?
, .

(

0 a .

k

e.

1 Li

a."

a



LCuAles de los siguientes pares de figuras son congrventes?

a.

d

e .

a

1

5-1

01
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f .

h .

.7. El trigngulo ABC es equilAtero; es depir, AB = AC = BC.
v.

Para ese trigngulo, escribe todas las congruenctas:

posibles entre 'el trigngulo y el mismo, empezando con la

con'gruencia idéntica ABC. 4.-0 ABC. (Debergs consegutr más

dq cuatro congruencias.).

8. Escribe todas las congruencias de un cuadrado consigo misMo.



9.

8
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Si.dos figuras son cada una de ellas congruente & una

tercera, LSerAn congruentes entre si?

b tEs una figura congNente consigo misma?

c. Puede un triAngulo ser congruente a un cuadrado?
: st,

1Son congruentes la§ carag superior.e inferior de uh cao?

e. lSon,congruenCes dos caras adyacentes de un cubo?
-f, oon congruentes las caraS superior e inferior de un

41oque rectangular, tal como un ladrillO?

g. Lgon congruentes dos caras adyacentes de un ladrillo?
10. Seltcoipna los pares de figuras,congruentes.

;

V'

A

a.

g.

11. Escribe las cuatro congruenoias de esta figura c9psigd misma.
No

D N '

f

A
.

.

12. SuOmnte que A, 13.,.0 son,treg puntos cleuna recta., segdn la

. figura y que.AB = BC 4

..,, ,. B.
A,,.. ,C

.

al 'Describe un Movimiento de la recta que lleve A donde eataba B.
A En cuanto a A, 'Illabrá ido,necesariamente donde'estaba C?-

b. 'Describe un movimiento de la re ta quantercambie A y C. 1
,

i)

.4
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13. tEn qué condiciones podrán goincidir los si ientea pares.de
'41

6 figuras.moviendo una. de ellas en el espacio sin alterar su

forma . tam/lino? (Se entiende que este movimiento se efectda

en fprmiabstracta, ed la mente. Undfigura se puede mover.. .

hasta otra de manera'que un cuerpo se pueda superponer sOtre

otro de la misma forma y tamafto. Por ejemplo, un segmento'se

podrá mover para que coincida con otro si ambos tienen el

mismo largo. Una bola se podtkmover'para que coincida con

otra si sus radios son de la misma longitud.)

a.' Dos segmentos.

b. jios.4ngulos.

c. Dos rayos,

d. Dos circunferencias.

e. Dos cubos.

f. DOs puntos

g. Dos rectds.

14. Se da una circunferencia con tres puntos A, B, C, segdn

con 'el arc.O de 4 a B, del, mismo largoaparecen'en la figura,

que erarto de B a C.
4 44

a. Exkica c6mCpuede moverse la circunferencia para ate A

vaya donde ahora est4 B y B donde estgC.

,

b. Explica c6mo se puede la circunferencia,dejando fijo
. ..

t. a B, per,o intercambiando A y C. ......----
,

...

41,

15. Suponte que el friso ornamental de la figura se,extiende indefia

-nidamente en ambas dccions, a la manera de una recta.
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Describe dos tipos diferentes de movimieritos que den

congruencijas del frlso consigo mismo. Cuftntas de

dsas congruencias hay en _total?

b. Haz lo.mismo con efAe otro so.

.3

F--' or---

16. -1,CuAles de las.siguientes figuras pueden coincidir con otras?

'Para 'cada par de ellas, explica: qué movimientos (darle vuelta

,en el espaciod una de.las figuras, o deslizarla y girar14 en

el plano) son necesarios para qui todas sus partes-se ajusten
A

perfectamente.

O.
r-

d.
11)

b.

1 I

e .

C.

f,

, 17. La figura de abajo es una estrella de,cinco puntas,.

r4A ta

57'1

Escrfte todas las congruencias que admite'la estrella c6nsigo mism

Para ahorrar tiempo y papel, convengamos en que 80 ha descrito,

suficientemente bien-una congruencia si decimos a dónde smponemos

que va cada uno de rbs puntos A, B, C, D, E, de la estrella. POr

ejemplo, una de las congruencias Clue buscamos es ABCDE...--.4 BCPEA.

t.
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-5-2, Congyuencias de triAngulos

En la seccidn anterior, explicamos la idea fundamental de..
lo que QS una congruencia. Veamos ahora algunas definiciones

matemAticas con ,objeto de que podamos hablar acerca de la congruencia

con precrsión; eq.términos de distancia y medidwangular, en vez de
tener que hablar en forma más burgia de cosas que coinciden unas con
otras.

.

En el caso de Angulos y segmentos, es fAcil eXpresar exacta-

mente lo que queremos decir:

Definiciones. Dos Angulos son congruentes si tienen la miama
t medida. Dos Segmentos son congruentes si tienen la misma longitud.

La l?rimera definicidn simplemente repite la dada en la seca6d 4-4,

Al igual que el teorema 4-2 para Angulos, tenemos un teorema

para segmentos:

Teoreika 5-1. Todo segmento es congruente coniigo mismo.

A'veees nbs refetimos a estos 'dos teciremas como los teOremas

de.congruencia tddntica.

Al igual que se indic6 la congruencia de LA y LB escribiendo

LA.4 4B, tambi6n podemos escribir

para indicar que los segmentos AB y CD son congruentes. En la

tabla siguiente, se pueden Usar indistintaMente, bien la ecuación

de la izquierda o la congruencia de la derecha de cada ifnea:

1. mz A ... mL. B 1. LA 24 LB 41.

AB ... CD 2.

Cada una de las ecuaciones de la izquierda es una ecuafión enere

,ndmeros. La primera dice que mLA y mzB son exactamente el

mismo ndmero. La segunda dice que la destancia AB y la distancia

CD son exactamente el mismo ndmero.

Cada una de las congruencias le la derechd es una con

entre figures geonittricaK. No escriblremos entre dos fi



a

5-2

.geom6trtcas a.menos kjue queramos decir que lasliguras soh exacta-

mente una mlsma,:y esas Ocasiones serán muy raras. On ejemplo

tal serfs:

Aquf es correde decir que

BAC ZEAD, A

yorque iBAC y LEAD o solamente cOngruentes, sino que son

exactamente el mismo an lo. De maners anAloga, AB y BA son

siempre exactamente el mismo segmento,.y por eso es correcto

escribir AB ... BA.

COnsidera ahora una correspondencia

ABQ DEF

entre los vertices de lOs dos triAngulas AABC y ADEF.

Esto automAticamente nos da una correspondencia entre los

los triAnguloe, a saber:"

AB 4-4" DE

AC DF

BC EF

I.

ados de
,

y nos da una correspondencia entre los gngulos de los dos triángulos.,

como sigue:

00'

l'

L A 44 L D

B E

L C 4-4°Z. F
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Podemos ahcka,enunciar:la definici6n de una congrtiencia entre

dos triAngulos..

Definición. Sea ABC4-4. DEF una cotr,espondencia entre los.

vOrtices de dos triAngulos. Si los pares de lados correspendeentes
. . .

son congruentes, y los pares de .rigulos correspondientes son

Congruentes, nfonces la correspondencia ABC4-4.DEF es una

congruencla entre los triAN4ulos.

DeberAs leer esa definici6n no menos de dos vepes, con gran

,cuidado, pare asegurarte de que dice lo-queuna definiciOn de la

idea de une songruencia egtse triAngulos debe decir.

Hay una taquigraffa para escribir congruencies de triAngulos.

Cum:1(10 escriblmos,

LA L.D;

esto significa que los dos Angulos, LA y LEI, son congruentes..

(Es decir, m z A - m .1)..) De modo anAlogo, cuando escribimoe

A ABC 4 A DEF; *

esto eignifica que la correspondencia'

\j/
ABC 4-* DEF

es una congruencia. Notarás que 6sta es una taquigrafn muy efi-

ciente: una simple expresión como AA13C 4 ADEF nos dice a la vez

C.

seis cosas; veamos,'

AC - DF
BC

L A = L D

L B m

mLC = mLF

15Z

TU 1517

z.!

LA Z", L D

LE

GC LF

1.

En cede una de estas seis gneas, las ecuacioffes de la. izquierda
0

significan lo mismo que laS congruencias de la derecha y podemOs

escoger una u otra nota0.6n en cuallyier momento, segdn nos convenga.

1 9



Generalmente escribitemos AB.... DE, en vez de V3 : DA,Ipot la

sencilla raz6n de que es mAs)fAcii de escribir. Por la misma

/raz6n, corrientemente esvibiremos L.Aa LD en vez de .111L A - mz. D.

A vtces conviene indicar grAficamente una congruencia marcando

los lados y Angulos correspondientes de este manera:,
i

ABC A DEF

ambién podemos usar este m4todo pare indicar que cliertas partes

c rrespondientes de dos figures son congruentes, sepamos o no

c6mo son las otras partes.

fl

Las marcas em la figura indican que (1) AB s DE, ( ) AC DF

y (3) mz. A m.L D..

Pregunta: tSerfa correcto escribir4H4B a DE, o A -ZDTv
tPor qu6 sf o por qu6 no?

Parece claroi en la anterior figura que las congrilencias

seftladas bastan para garantizar que la correspondencia ABC DEF

'es una congruencia, 0-sea, si estos tres pares de partes correspon-

dientes son congruentes, los triAngulos tambi6n tendrAn que ser
(

congruentes. De hecho, esto es lo que dice el postulado bAsico

de la congruencia, que se enungiard en la secci6n 5-3.
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1.

2.

Con unto de problem4s 5-2

,7

.missiminsff

AABF A AMRQ. Complete la 'siguiente lista diciendo c6mo se

debed lienar los espacios en blanco.

LA

LB
LF

1 I,

A B' M 0

AABR a.AFBR. Haz na lista de los seis pares de partes

/correspondientes c ngruentes de estos dos trigngulos.

. AMRK AFHW. Haz ung lista de los,seis pares.de partes

correspondiente conlgruentes de estos triángulos. (No es

necesario cont r con ne figura, Iwo puedes hacer una si

'quieres.)

4. -ARQF a AABX. Escribe los seis.pares de partes correspondientes?

40 congruentes/de estos triAngulos. No hagas uso de una figura,

5. AAZW a ABZW. Escribe los.seis pares de partes correspondientes

congruen* de estos trigngulos.

12 4
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Tenem9s ahora una lista de lo$ seie pargs de partes corresPon.-

edipntes de dos tritingulosp congruentes. Escribe, en los

8.

espacios en blanco de a ajo; los 408 trigngulos que si-

-a la infamación.

) xr my L A L
nu RP L B K .

TA MP LW L F
'

Si 4ABC LXYZ y ADEF AXYZ, tqué se puede dectr respecto

ode la relacidn que hay edtre el AABC y el ADEF? Enuncia un

teorema que generalice esta situaci6n.

qt.

a. Utilizando regla y ttAnsportador, dibuja un trigngulo
.

ABC en el que AB tenga 3 pulgadas de largo, BC tenga

2 pulgádas de largo y el gngulo B sea de 50°. Compara_

tu triAngulo con los de otros miembros de la clasg.

b. "Dibuja el AABC en el cual AC. tenga 3 pulgadas de largo,

BC tenga 4 pulgadas de largo y el gngulo C tenga 700
-

Compara trifingulos.

c. Dibuja el AABC que tenga AB de 3 pulgadas de largo, BC de

2 pulgadas de largo y'el Aidel.tamaflo que te plazca.

Compare trigngulos.

d. Si estos tres ejercicios te Aan una idea en relaci6n con la
congruencia entre dbs trigngulos, trata de eAunciar o

escritir esa idea para et caso general.*

9. a. Se sabe que el AABC .y el ADEF no se cortan, y que X es uh
punto entre B y C. rndica cugl de los srmbolos, a corresponde

colocar en cada uno de los espacibs en blanco pare qUe las

expresiohes tengan sentido y seen posiblemente ciertas.
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7120

J. 4f:1:Ati: AD1fY

2. Iry L A m D

3. "0

BC EF

B Z C

kBX L A 13C

7 . m Z A BX In L EDF

b. -1CuAles de los espacios en' blanco se pudierdn haber

llenado con cualquiera de los gignos o
. . .

c. Si AB hubiera sido el Mismo segmento que DE, pero C fuera
-

un punto diferente de F, 4cutil de los blancos pudo haberse
. .

llenado con que de otra manera se debi6 haber llenado

.con a ?

5-3. El poStuladd fundamental de la congruencia
.

4

.Para llegar a conocer plenapente la congruencia de triAngulos,

necesltamos un nuevo postulado. Las abreviaturas en' el tftulo,de-
,

este postulado, L.A.L., quieren dear lado-Angulo-lAdo.

4-

Postulado 15. (El postulado L.A.L.) Sea G una

correspondencia entre dos triángulos (o la de'un trián-
guib consigo mismo). Si dop lados y el 4ngulo comprendido

del primer triAngulo son congruentes. a_las partes correspon-
dientes del segundo triángulo, entonces la porresporidencia

G es una congruencia.

Para ilustrarlo, repetimos una-figura ya conocida.
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,El(postulado ignifla

AB a DE,:

AC 1 DF,

LA LD

segan se .indica en la figura, entonces

.,

AABC l' ADEF;

esto es, la corrdTpondencia ABC4-**DEF es una.congvuencia:,
---'--.

Es muy importante notar que en el postulado L.A.L., el Angulo
.

.
. .

,

dado es el Angulo comprendido entre los dos lados dados asf:

A,
F":'

En estas conditiones, el postulado L.A.L. dic que la correspon-

dencia ABC4---6-DEF es una congruencia. Si s pidramos solamente.que

slgdn Anguilo y algdn par de lados del primer LriAngulo son .

comgruentes a las partes correspondientes del.segundo triAngulo,

entonces no llegarfamos necesariamente a 4a conclusi6n de que la

correspondencia sea una congruencia. Por ejemplo, considera la

figura: '

4.
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Ea elle, AB ZA24 4D) BC EF. NOtards que 4A y ZD no est&

comprendidos entre (o.sea, no eq!n frados por) los pares de

lados congruentes. Este correspondencia no es; en verdad, una

congruencia,.porque'aparea Afircon pF, LB con' LE, y LC con LF.

Como dstas no son congruencies, no se satisface la definición 'de

congruencia ti4ngillog

5-4. Redacci6n de tus propias demostraciones

A eitas alturas, ya cuentas con sdficiente infotmación funda-.

mental pard que puedas redactar verdadera4 demoqtraciones geamd-
.

- tricas por ti mismo.1 Dè ahora en adelante, el redactar tus propias

demastraciones send una page muy importante de tu trabajo, illo
A-

mls probable.es que te agrade much6 más qUe leer lap demospraciones

s que escribierori otros.

Veamos un par de ejemplos para indicarte qué s twice pare .

encontrar una demostración y luego redactarla.
GO

Ejemplo 1. St dos segmentos se bisecan, los segmentos que unen los

extremos de los segmentos dados son congruentes.

Dato: AR y,BH se bisecan en F.,-
1:temostrar: AB 4 RH

Alv.empezar a trabajar en un problema cOmo dste, deberás

primero dibujar una figura'y 'ponerle letras,, usando una maydscUla

paracada vértice. Entonces, enuncia la hip6tesib y la conclusion

en tdrminos de las letras de la figurti..

Luego, se,divide la poiginAn dos columnas, como se ilustra

sde1ante, y se escriben sus encabezamientos, 44rmaciones y

Razones.
e:1

k

1/4
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5-4

Todo'esto de nada nos va a servir a menos que se nos ocurra
..una demdstración'paia redactarla.

Como nUestra,finalidad es demostrar que dOs segmentos son
c4gruentes', debemos red'ordar lo que sabeMos" ;cercade segmento's

congruentes. .Mirando hacia atrás, encontramos la defirVción.de
segmenLps congruentes, la de trigniLos congruentes y el postulado
L.A.L. ,Estas son Ias armas de nueStro aesenal, referentes a

segmentos congruentes,y en este momento la bdsqueda.es breve,

porque nuestro arsenal es pequefio.
,

Para aplicar el kostulado, tenemos que establecer una correspon-
.

dencia entre. dos triAnguldS, de manei.a'que dos lados y el gngulo

comprendido del primer triAngulo sean congruentes ajas partes

correspondientes del segundo trigngulo,. Por la figura, parece que

esta cOrrespondencth debiera ser'

AFB41--* RFH:

Dos de los pares de lados son congruentes, porque a base de la

información dada y de la definición de bisecar, tenemos que

. AF = RF y BF =,,HF.

LY qué hay'de LAFB y1z. RFH, 10 gngulos comprendidos? También

necesitamos saber que son congruentes. lo sow) porque son

6ngu1os opuestos'por el Vértice. Por lo tanto, por,el postulado

L.A.L., nuestra correspondendia ps u a congruencia. Los lados

AB y RH son lados correspondientes, lo tanto, sod congruentes.
0 A

Esto y lo clue queriamos demostrar.

Escrita ahora en la forma de doble coluMna, nuestra demostra-

ción se verfa apf:

. pato: AR y BH se bisecan en F.

Demostrar: AB- RH

C.

1 '-'
(

C.
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Afirmaciones .

124

0

'1. AF = RF

.2. BF = HF

3. LAFB .4RFH

. Rezones

1.. 114efinición de bisecar

2. DefiniclAn de bisecar

3. Los Angulos opuestos

por el vgrtide son

congrilentes.

:AAFG=ARFH 4. POstulado L.A.L.

5. AB Definiciónde congtuencla

de.triAngulos
14

I ". °

Eato-g-meramente una muestra de cómo podrfas presenter tu

.trabajo. Hay un-lfmite en relacion con la uniformfdad que se

pretende en la forma de lo que debe ser una demostración. Por

ejemplo, en este demo.stración hemos indicedo congruencies de

segmentos escribiendo AF =-RF y BF = HF, etc. .Pudimos igualmente

hither escritgAF = RF, BF' HF, etc., porque en cada caso la

congruencia de segment° y la ecuación entre alas distancias signi-

AO.

fican lo mismo.

Al redactar demostraciones Hay solamente dOs.cosas verdadere-.

bente importantes. La primera consiste en que'escribas lo que en

realidad quieras(deC1T-la segundA en qUe lo que quieras decir

sea una explicatióh -16gica y complete de por qu6 es cierto el
,

,teorema. 0 Oa

Puesto *clue ya debds.tener idea de cómo se procede, ofrecemos

un.segundo ejemplo, en forma incomplete, 11u problema,ser4

-11enar los espacios en blancp de manei.a que lagres una demostra-

ción.'

Ejemplo 2.

Datos: AH I i

RB bieeca LAHY

Demostrar: L a LF

*1St.
4

408ry



Maciones

..1. AHFH

2.6

5-4

Razones'

1. Dato

2. Definicidn de la Usectriz

4 ,de un Angulo

3. Todo segment°, es. cOngruente.

,consigo.mismo.

4. 4.

5. LA 24-LF 5.

. Un error frecuente al redactar demoseraciones es que el alumno
' supone ser cierto precisamente aquello que estA tratando de demostrar

que lo es. Otro error corriente es ofrecer como una razo6n en su

demostrnción uu teorema que es en.realidad-unn Consecuencia dei

.principio.-que,eqtA .tratando de demostrar. Ese tipo de razonamiento

constituye 140 que llamamos an 9frculo vicioso y no.tiene valor

alguno cOdb .argumento l6gico,

Un ejemplo particularmente desacertado de circulo vicioso es

el que7utiliza el teorema clile se 4n;-'a demostrar como una radit. en

una de las etapas de la "demostración":

Con'unto de problemas. 5-4

.(Nota; Znoalgunon de los siguientes problemas hacemos uso de un

cuadrado.. Un cuadrado ABCD es tna-figura plana que es la reuni6n

fie cuatilphomentos congruentes AB, BC, CD, DA tales que
.

ZABC, LBCD, LCDA0 Z.DAB seanAngulos rectos. El ceadrado se

discdirA en un capfulo poSterior del-lbexto.)

1.

1,

.
,

.Eri:cadg par de triángulos, y si las mircat semejantes indican
.

parteg congruentes, lqué trifingulos se puede demostrar que
e..

son congruentes en vir.tud del ustulado 1,6A.L.?

ct'

-6

A)..
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- 1e7 5-4

2. En la figura, sabemos que AE Corte

a BD en C, y que AC = DC y BC = EC.

Pruebg (es'decir, demuestra) que

LB a Copla la siguiente

de etre i6p.supliendo las razortes
*

que f

kfirmaciones Razones

1. AC = CD

2. BC EC

34! LACB z DCE

4. AACB ADCE

5. LB zE

3., Suponte que en esta rigura

RB HB, zx ;11 zy B

el punto medio de. AF . Prueba

que .4R zH.

1. Dato

2.

3. Los,Angulos

congruettes.

son

4. . (Notarás
1

que la tercera afirmaci6n

ge refiere a Angulos-y

esta cuarta afirmación a

tritingulos, asi que la

raz6n para este paso debe

referirse a trilingujos.)

5. Partes cortespondientes

de triAngulos congruentes

son

Copia y complete la demostraci6n siguiente:
e

, 0 o
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Afirmaciones Rezones

1. 1.RB, HB

2. Lx a Ly 2. Dato

3, 3. Por la

medio

finici6n de punto

4,

5.

4.

5.

L.A.L.
c.

4. a. Si ABCD.es un cuadtado y R es el

pupto medi"orde Aill.demueStre que bwp

RC (Ff.JA,--t*h la not.a.que

precede el problema 1.)

b. Ou4 pares de'Lingulos agudos

congrUentes'aparecen en la

figura? Prueba tu respuesta.

5. En eata 0.gura, AB ... FH rnzx mz. g..

Muestra que mz A . mz F.

C.: En esta figura,'se nos da que,

m z ABH mz FBH y que Aff FB .

Demuestra que AH

7: Demuestra que si los segmentos AH, RB.ae bisecan en-el

entpnces AFAB a AFHR.,

8. Demuestra: Si los segmentos,AD y BC

se bisecan, 'entonces AB DC y AC DB. -

9.. a. Datos: El cuadrado ABCD, R es el

punto medio de AB, F es un punto

entre 1A, y D, Q es mn punto.entre.

C y B, DF CQ. bémuestya que

RF RQ.

c.,

punto F,

,

A
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b. tHabrA otros puntos F', Q'.en el

. cuadraA0 ABCD, pero no sobre AD o BC,

tales que RF . RQ'Y 1D6nde estarAn?

10. Supongamos en esta figura que AB AH f que

g biseca A-1AB% DeMuestra que FE.

5-5

5-5. TriAngulps parcialmente sUperpuestos; uso de la...figura en

enunciados

Frecuentemente, necesitamos trabajar con triAngulos que no

aparecen completamente separados en las figurasr.sino que (en parte

aparecen superpuestos .,(ocupan parcialmente und'misme regi6n del

plano). "Asi ocurre aon el AAFM y.el AFAR en la.figura.

1 .

La maneta más fAcil tie evitar confusiones, y Lambién el equivotarse,

al tratar con tales gasos, es escribir las Agruencias en la forma
.

acostumbrada, asi:

AAFM AFAH.

Comprueba que'la correspondenoia AFM *--to FAH es. realmente und

congruencia, y luego, cuando quieras mAs tarde llegar a la conc1u§i6n

de que dos lados.(o dos Angulos) correspondientes 4on congruenies

Flax referencia a 4Ue .AAF14)4 AFAR.

'Desde luego,gno lies las congruencias entre los triAnguios,

parcialmente Superpuestos, nada4ndrAs,que comprobar ni tampoco,
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que aplicar más tarde. Como prdctica, escribe todas las

congruencias que puedas de triángulos que aparecen en la figura

anterior, si sabemos que AR . FR y que M, H, B son los puntos

medios de los lados respectivos.

Veamos un'caso en que esta situación surge en la demostracidn

de un teorema. AH

Datos: HA HF

RM HQ

Demostrar: FM AQ.

A
Una forma corriente de demostrar que dos segmentos son

congruentes es mostrando que son lados correspondientes de

teiángulos congruentes. Si vamos'a utilizar con kit() este método

aquf, entonces lo primero que hay que hacer es indicar lds triAngulos

que contienen FM y AQ. Estos son AHMF y AHQA, y vemos que estos

triángulos coinci-den parcialmente. El problems ahora es el

demostrar que son congruentes. La demostraci6n, en forma de doble

columns, es como

a

ATirmaciones Razones

1. HA HF

2. LH a LH, 2. Un Angulo es congruente

a sf,midmo.

3. HM HQ 3, /*For qué?

AHMF ZAHQA 4. 1Por qué?

5. 4FM ...AQ A, For qué?

Una demostracidn estrictamente lógica no.debe depender de

una figura, sino ser consgcuencia de los post9144os.,.las defini-

ciones, y.los teciremas ya establecidos. Pero en qa práctica los

geOmetras utilizan figuras por conveniencia, y fácilmente aceptan

.muchos principios obser*ables sin enunciarlos una y,o4afvez, lo

it

a
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cual serfs tedioso, a menos que un nuevo enunciado Sea esen ial

pars aclarar4441 problems en.cuesti6n.

Para ilustrar, veamos un. nuevo planteamiento del ejemPlo 1

considerado previamente.

Ejemplo 1. , Sean A, B F, H y R cinco puntos no alineados en
un plano.: Si (1)-F,estA entre A y R, (2) F estA entre B y
(3) AF ... FR, y (4) BF ... FH, entonces (5) Esto nos da
tods Ia información clue ofrecen abajo la figura de la izquierda y
la notaciOn de la derecha.

,H Dato: AR y Blf se bisecan en F.

Demostrar: AB :4 RH

A

NotarAs que (1) nos dice 'clue FA y FR son rayos opues00t, que
(2) nos dice queFB y FH son rayos opuestos. Estes dos cosas,

juntas; significan que el,LAFB y el LRFH s4on opuestos por el

vertice. (Véase.la definición de Angulos opuestos por el vértice.)
i

Este es el tipo de informa4.6n que tomamos tiormalme'nte 'de una

figura.).
1

En.este librb, al enunciar probleMas, evrtaremos repeticiones

tediosas mediante referencias a una figura. Puedes basarte en

figura psra obtener la alineación de puntos, el,orden de los puntos

en una recta, la localización de un punto en el interior o el

exterior de un Angulo o ep un cierto semiplano, y, en general, las

posiciones relat,ivas de puntos, reCtas'y planos.Lo que no puedes

suponer saemAs porque "se've", es la Congruencia de segmentos o

Angulos, el que un punto s1.44-411/punto medio de un segmento, el que

dos'rectas Bean petfpendiculares, o el que dos Angulos sean comple-

mentarios.

I)
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Conjunto de problemas 5-5

1. St, esta. figura, AC - DB,

LACFaLDBE y FC EB,

demuestra que AF

2. .En esta figura, BC = ED, AC i AD

y LACE LADB. Demuestra que

AACE = AADB.

.Demostración: (Liena los espacios

en blanco.)

Afirmaciones Razones

1.

2.

3.

BC - ED

CD . DC

BD EC

1.

2.

3.

Dato

Surma de las afirmaciones

1 y 2

4. AC = AD

5. LACE = LADB 5.
6.

(-i,

3. , Demuestra que las diagonales de'

un cuadrado ttenen longitudes

iguales. (Wase la npta antes

del problema 1 en el Conjunto,

de problemas 5-4.)

Daeo': ABFH es un-cuadradO:

DeMostrar: AF BH

En es ta figura, V ABW az. RHQ y ,F

es el punto medid de BH.

tFuedes demostrar que

"AWBFa AQHF? Expilcalo.

4.4

A
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4104,

a. Si. ABFH es un cuadrado

AX, BY segmentos'

congruentes en los rayos

AH, BF, respectivamente,

muestra que AY, BX son

congruentes.

0 de otro modo:

Dato: ABFH es un cuadrado.

X, Y son puntds de Ati, EV,

respectivamente.

Demostrar: AY = trC 1

b. En la figura, X estOentre A y H, rambién Y.está entre

B y F. LCambiaria la'demostraci6n si H egfuviera entre

A y X, y F estuviera entre B y Y?',

6. Suponte que sabemos que en esta figura AH BF,

r'- m, x y. Demuestra que HB - FA. H

r

X.

.07.

7. Si, en la figura, 1 RX, BRIRY,
AR RX y BR RY, demuestr4 que.

a
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.5-6. E. teorqma del triAngulo is6gceles el teorema de la .

4 'bisectriz del Angulo

Al final de la Sección 5-1 mencionamos el caso de cómo spared..

los vertices de un triAngulo L\ABC que tiene por lo menos' dos lados

de igual longitud. Este es, de hecho, el caso con que vamos a

trabajar en 'el primer teorema de congruencia que enunciamos formal-

mente:

Teorema'5,2. Si dos lados de un triAngulo son congnuentes,.

entonces los Angulos opuestos a estos lados son congruentes.

0 de otro modo: Sea ABC un triAngulo. Si AB = AC, entonces

/C.

Demostración: Considers la4korrespondenbia

ABC ACB,

entre el AABC y 41 mismo. Eh esta correspondencia, vemos que

\Asi, dos lados y el Angulo comprendido del AABC'sOn congruentes

a las partes correspondientes del AACB. P9r er postulado L.A.L.,

esto signifies que

AMC A ACB,

' esto es, la correspondeneia '"ABC 4--*ACB es una eongruencta, Por

la definiciOn de una congruencia de triángulos, todos log pares
4

de'partes correspondientes sod congruentes.

Por lo tanto,
LB = LC,

porque, estos Angulos son partes cofrespondientes.
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Veremos ahora c6mo se puede presentar esa demostraci6n en la

,forma. de dos columnas. Se utiliza,la misma figura.

Teorema 5-2. Si dos lados de un triAngulo pon congruentes,

tonces los Angulos opuestos a estos lados son congruentes.

Dato: AABG con AB AC.

Demostrar: LB I'LC

-Demostraci6n:

Afirmaciones '

'

1P AB Z. AC A 1. Dato

AC AB

2. LA 1 LA 2. Congruencia idéntica

3. AABC AACB 3. Pasos 1 y 2 y el postulado

L.A.L.

4. LB= LC 4. Definitión de una congruencia

de tritingulos

Generalmente, enunciaremos los teoremas en pa abras, como lo

hicimos cpn el teorema 5-2, y luego los volveremos a enunciar,

usando una notación que serA la de la demostración.

Definiciones. Un tritingulo con' dos lados congruentes se llama

is6$celes. El opro lado es la base. Los dos Angulos asociados

con la base son Angulos en la basA

En estos términos, podemos enundiar el teorema 5-2 de esta

manera:

Ra ones

"Log' Angulos en la base de un triAngulo is6sceles ion

conivuen es".

I Defi ciones. Un triAngulo cuyos tres lados son congruentes

se llama equilAtero. Un,triAngulo ninguno 4e cuyos pares de ladost.

\ son congruentes se llama escalego .

Definición.- Un triAngulo es equiAngulo si sus tres Agulos

'son congruentes.

Utilizaildo fa palabra equiAngylo enunciaremos up teorema que

Se deduce fAcilmente del teorema 5-2. Llamaremos a estelleorema

ho
4.



corolario 5-2-1. Un coro1artoes un teorema que e deduce fAcil-

mente de otro teorema. Dejamos la demostraci6n d 1 corolario

S42-1 a tu criterio. .

Corolario 5-2-1. Todo triAngulo equilAtero es equidngulo.

Al tratar de demostrir teoremae, tendrás que, hacertus propias

figures. Es importante que las dibujes de manera que te recuerden

/ lo que ya sAbes, pero sin qUesugieran mAs de lo que sabes. Por

yhjemOlo, la figuta en la demostración:de teorema 5-2 se parece

a un triAngulo is6sCeles, y asi'es Como debe ser, porque la

hip6tesis del teorema dice que el triAngulo tiene dos lados

-congruentes. En la figura del postulado parece como que

AABC a ADEF, y asf es como debe ser, porque esta es la -situaci6n

planteada en el postulado. Pero no hubiera estado bien dibujar

trigngUlos is6sceles para ilustrar el postulado L.A.L., porque esto

sugiere algo que.el postulado no dice.

Definición: Un rayo AD biseca a, o es una bisectriz de, un

OguloGBAC si D estA en el interior del zBAC, y zBAD ZDAC.

L,

Notarás que si AD biseca al ZBAC, entone)ef m Z BAD = m 6AC =

Teorema 5r3. TOdo Angulo tiene exactamente una bisectriz.

D'OMoStraci6n: 'Se pa el ZA. Por el teorema de 14. loCalizaci6n

de puntos, podemos hailer B y C, puntos en los lados del z , taleg

que (1) AB AC.

,

4
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Sea D el punto 'medio de BC, tal que (2) D 1C. Como AR AC,

'sabemos pbr el teorema 5-2. que (3) LB 2( LG. ,i_(Esto se aplica tambiAn /

pando el triAngulo is6sceles AABQ aparezca "apoyado ,sobre su lado")

. De (1), (2) y (3), y el postulado L.A4L. deducimos en consecuencia .

que _

( 1AABD 1' PACD.

Por lo tanto, LBAD z z CAD, y asf m z BAD ... m Z.CAD. 'Por la definici6n

de bisectriz de un Angulo, dito' significa que AD bise&f al GBAC.

Para,justificar nuestro uso de la palabra "exactamente" debe-

remos demostrar que AB es el dnico rayo que tiene esta propiedad.

Supongamos que hay un'rayo AE que es tambiAn una bisectriz delz A.

Entonces mz CAD .= RIL CAE, ya que cada uno de datos es igual a

2

1
m.LBAC. Si aplicamos el postulado de la. construcci6n del Adgulo

al semiplano que. time AC camo arista, sabemos que la relación
NriP.

tiene que ser. cierta, es decir, que a y gb representan Un

misMO-Peayo." Por lo tanto\ hay solamente una bisectriz.

Las siguientes definiciones son dtiles .1a consideraci6n de

las propiedades cre los tri4figulos.

Definici6n. Una medians deun trOngulo es un segmento cuyos

. extremos n u0 vértice dol triAngulo y. el .punto wedio' del lade,

opusto.

Entendemos por bioectriz ade un Angulo de un

triAngulo el segmento, cuyos extremos son un vértqe del triAngulo

y el punto del .lado opdesto que cae en el rayo que biseca el Angulo

del'vArtice dado.
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NotarAs que Xodo triAngulo tiene tres medianas y tres

trices de Angulo. La figura setialp una mediana y una bisectriz

de Angulu"del AABC.

BM es la mediana desde B y BT es la bisectriz de Angulo desde B..

,ConJunto de problemas 5-6

1. 'En la figuia, AB = AC1 Hemos .

iniciado la demostración de que

Lm Ln. Completa esta demos-

traci6n y da las razones para

cada uno de tus pasos.

Demostraci6n: Afirmaciones Razones

I

1. z ABC LACB

2. z m es .el suplemento de

ABC .

n es el suplemerito de

z ACB .

3. Lrn e2n

Dato: En la figura, F .FD y

AB DC.

Demuestra: A AFB ADFC

t-AFBC v. AFCB.

1.

2.

3.

- *

-o
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3. Si,'.en la figura; EB. a .EC,t;

demuestra que 4E8A ..7; 4t0..

. 0

St AB .= AC DB =.DC en /a
ee

figura plans, demuestra ..que

LABP LAO. r '

5 Si.. AC AB' y. CD ia

. figura plaia, qemueStra que

LACD = 4ABP.

kki..

g),

, 5,6

6. Redac ta,.. en .fortha Irase en

de en S forMS de columnas,

una dewstraciód de io slguiente.:

Pato.: ston los puntos Meaios

de los lados ciingruentes AC .y BC-
)

del triAngu1i0s6sCe1es ABC

Demuestra. que z CXY ;=', z CYX.

r'
7Y. Demuesta. èl corOlario (Todo triángulo equiltitero es

4

' eqUiángulo.)

8, Sea ABC un tri4nguli) equilAtero

en el queQ, R y P sot los puntoS

medios de loS ladosf segdn se

puede !ver:en la figura,. .Dettuestra

lue. AMR. es equilAtero..
It
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.

9. Demuestra lo tliguiente: Si la mediana'FQ del AFAB es perpendicul

al lado'AB entonces:eqFAB.es

' 5-7., El teorema de' finliulo-Jado-ángulo .

Teorema 5-4. (El teorema A.L.A. Sea G Lam corresPondencia
1

entre dos triAngulos (o-entre un trigngulo y 61 mismo)'. Si dos

gnguros y.el lado comdn dellprimer trigngulo son congruentes a las

rpartes correspondientes del leegundo triAngulo, ehtonces la correspon-
.

aencia G es una congruencia. 0

0 de otro modo: Sea PAC4-----*DEF una correspondencia entre

:dos txtangulos. Si LA =="LD,

.

entonces

...-

Demostración:

B

A rmaciones

AB

LB E,

ABC A DEF .

Fl

1. Sobre el rayo DF hay un ')

punto F' tal que DF' AC.

.2. DE y mL A

3. ABC a DEF

4 . LABC L DEF

cI

5 . LABCLDEF

6 . LDEF z DEF

-+
7. EF y EF' son el riiismo rayo.

8. F F'

9 . .AABC ADEF

1.

2.

3.

4.

5.

6

7.

8.

(N,

Razones

El teorema de la locali-.

zación de puntos

Dato

Postulado L.A.L.

Definición de una congruen

de trigngulos.

Dato

Los pasos 4 )7,5, y la defi

nicidn de tingulos coniruen
El paso 6 y el postulado 1

4.4
Dos rectas (EF y DF) se

intersecan a lo sumo en un

punto.
Afirmaciones 3 y 8
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Dejamos.al alumno 1.4s demosteaciones del sigui.epte teorethday
.

del Corelario. Las demostracienes ton'anAlegas a las del titorema

5-2 y el corelaile 5-2-1.

Teorema 5-5. Si dos Angulos de un triángule son congruentes,

les lades opuestos a estos lingulos son c'ongruentes.

a

Corplarip Pn triAnguld, equiAngulo :es equilAtero.,

Con'unto de problemas 5-7

1. En algunas partes de este ejercicio nd habrá suficiente infor-

macion pars permitirte demostrar que dos triAngulos son

congruentes aunque utilices todos 19s otros principios lue ya

cow', por'ejemplo, que "los Angulos opugptos por Ok

/artice son congruentes". Si se puede demostra'r (pie los dos tritin-

,gulos son Congruent,es, indica por qué si

no hay informaci6n suficiente para demostrar que "los triAngulos'

son congruentes, indica qué otro par de partes congruentes te

permiarAn demostrar que lo son. Si hay dos posibilidades,'

seftala ambas.

a. Dade,seLamenteAlue AH = AB.

b. Dado solamente que Lc /d.

c. Dado'solamente que a =zb

y / c /d.

d. Dade solamevte que AR = MR.

e. Dade solamente que /A. /M-

. Dado solamente XFY K FY .

g. .Dado solamente que zXYF LKYF.

s'
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2. De acuerdo cup ths .especificaciones,de la izluierdat escribe

aquella informaci6n que llenarfa correcfamente los espaCtos

'en blanco.

a. Lado, 4ngui0, lado del AABH:'-

All)) HB.
b. Angulo, lado, Angulo del AABH:

HB, .

o.
c. Angulo, lado, Angulo del ABFH:

) LHBF,iF,

Lado, Angulo, lado del 03FH:BF .

3. Sigue las instrucciones'del,probleMa

,a. Angulo, lado, angulo'del AABg:

BF

b. Lado, Angulo, o del ARAF:

, zR,

c. Lado, Angulo, lado del ARAB;
.-

, tB, .

d. Lado, Angulo, lado del ARAB:

RA.

e. Angulo, lado, Angulo del ARAF:

, z RFA,

f . / Anguld, lado, Angulo del AAFB:

iFAB, AF, .

4. Sigue las instrucciones del problema 2.

a. Lado,.Angulo, lado del AHFB,:i.

'

b. Angu\o,.lado, Angulo del AABH:

, HB
c. Lado, Angulo, lido'tdel 6HFB:

HB BF.
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d. Angulo, lado, Angulo del AHFy:

.

e. Lado, Angulo, lado del AABH:

AH, _ , AB.

5. Si, en la figUra, CB biseca a 7. y

4 La.= b, demutstra que GF biseca a CB. ,A

5-7,

6. Demuestra el teorema 5-5. (Si dos'AngUtos de un triAngulo son

congruentes, los lados opuestos a estos

Angulos son congruentes.)

O'de (Aro modo: Si LB 2 LC en

el AABC, entonces AB AC.

Sugerencia: Usa la congruenCia

del triAngulo consigo mismo.
r. B.

7. Demuestra el corolario 5-5-1. (Todo triAngulo equiAngulo es

equilAtero.) Emplea una demostración en forma de frase.

8. Si el AABC es equilAtero, demuestra que AABC ACAB.

9. Si La bisectriz" del LG en el,AFGH es perpendicular al lads

opuesto en K, entonces el triAngulo FGH es is6sceles.

10. Dato: La figura en la que

Demuestra que HF HR.

IV/

Zx 2 ty, tambiAn HB HM.

11. En la figura a biseca al AIMS

y AWK Z tS trodrA demostrarse

que z ,. z S? SI es posible,

ilrdemu s alo.
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;1
112. Demuestra qUe AN = RH, di

AF. = RBI zit = zit y LX 14 z y
S.

en 4,figura.

*13. a S1,en la figura, X eS el

punto medio de AB0,2A : 2B

y LAXR =.LBXF, demuestra

que AFBR.
b. .1,5eriknecesario,.como

parte de la hip6tedis,

afirmar.qu la Tigura

estA en un plano?

Datos: za =z1)

en la figura.

Demlestra que

,

y. LW a LS

GR

;

KH.

*15. LSerd posible demostrar, a

base de la información dada,

lo siguiente?

Dato: El /A0B(que'tiene OA = OB

y-P, Q, puntos en.los rayoS

61, 63 siendo,AQ - BP.

Demvestra,que OP = OQ.

*16. Demuestra que RX = RY, si

sabemos que en la figura:

BQ TS4 m B m 4T y

' m =

f.

0
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5-8. El.teorenia de los tres lados

Teorema 5-6. .(E1 peoreMq L.L.L Se. auna correspondencia'.

entre dos !riAngulos'(o entre. un t Arigu ), 61 mitsmo)... Si los

tres pare's de lados'eorrbspondientes son 'congruentes, entoncesfla

correspondencia G es ufia congruencia.

0 de otro modo Sea 'ABC....---4DEF una correspondelia:en$re-dos

triAngulos. Si

entonces

AB - DE,

AC = DF,
J--

- BC = EF,

AABC a ADEO.

\
- \ 1 .

I .
' 1

\
I

,.

E"N
AG

DemostraciOn: Afirmaci?es
'

1. Hay un rayo AG tal que

iCAG 4 LEH, y tal que

,,B y G estAn de lados
Nopuestos de X.

Razones

Iv

1. Postulado 4e la construcci6n

del Angulo .

2. Hay un punt6 E' sobre AG 2. El teorema de localiiaci6n
. tal que AE' - DE. de:puntos

3. AAE'..,G. A DEF 3. Postulado L.A.L.

-Lo ate hemos hecho, hqsta ahora, es reproducir el ADEF al
.

lado y debajo del AABC, litilizando el postulado

4. AB -.AE'

5. BC = E'C

6.' 1 segMento BE' corta a

a recta AC en el pun

4, AB - DE por la hip6tesis;

y_DE = AE', por la afirma-

.2

5. BC = EF por la hip6tesis;

y EF = E'C por la afirma-

ci6n 3

6. Por la afirmacidn 1, B y E'.

estAn de lados opuestos de

la recta g.
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Completamos ahora la demostración para el caso en.que H esté

entre A y C, como en la figura. Luego examinaremos los otros.,

( Osos posibles. .

7. LABH = LAE'H

8. .2CBH LCE'H

9 . in z ABH + in z CBH ra ABC

10 . _m tAE'H + titZ CE'H MGAE'C

, 11. LABC LAVC

12 . zABC ;." z DEF

13 . AABC A DEF

0
,7.rPor la afirmaci0 4 y el AN

teorema 5-2

8. tPor la afirmación 5 y el

*,-teorema 5-2

9. Por el postuLao de ad. cif:5n

de AngAos

Pct el postulado de adición

de ángulos

11. Por las afirmaciones 7,

9, y 10

12. Por las afirmaciones 3 y 11

13. Por la afirmaci6n 12, la

hip6tesis y el postulado

L.A.L.

Esto completa la demostración para el caso en que H esté entre

A y C. ReL)rdaremos que H es el punto en el que la recta n' ( cobta

a la recta AC. Si H - A, entonces B, A y E' estarén alineados, y( '

4-+

la fiura ser.6 como es ta:
B

F

Ei

.En este,casq LB porque los 'Angulos en la base de un

tri4ngulo is6sceles son cOngruentes. Por lo tanto, GB LE,

porque LE = LE'. El postulado L.A.L. Se aplica, igual que en el

caso iinterior, para demostrar que AABC cli"ADEF.

q

A

-

15',

A
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Si A est4 entre H y C, entAces la figura ser4 como ésta:

.

4.

y dem straremos.que zABC iilz E restando las medidas de los 4ngu1os,
\en vez e sumarlas. Es deeir,

m z ABC m z HBC - m z HBA

AE'C = mz HE'C mz HE1A,

de modo que Z ABC z AE' C LDEF,

del mismo modo que en los casos anteriores. El resto de la demos-

tración es exactamente lgual que en el primer caso.

Los otros dos casos que nos quedan, H = C y

an6logos a los dos anteriore.g.

Con'unto de problemas 5-8

I. "Dato:.AABF y, AARE que t\ienen

AFt A71-3 y 17F\ ,k .

Demues tra que HAF z BAF-

2. En a figura, .AB =1. FH y AH =1' Fp.

Demuestra qlteLr z s.

3. En la Ugura, AH y BR y BH AR

Demuestra uu tEE z R.

I*

1/4.00

C entre A y H, son

5-8
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4. Considera los pares de XriAngulos que aparecen dbajo. Si corv

la informacidn ofrecida se puede4demostrar que 'son congruentes,4

indile qué enunoiado de congruencia apitcarfas.

a. b.

e .

f. Considera el ARWM y.el AQHM. g. W = XM, AB =

,h.

,

Considera:

4
v

LA.

i. .el ARMW y el AQMH.

elOAWMX y el AHMK..

W
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5 Un mayorista necesita telegn;tf. ar.a un,faigioante para perr

algunas piezas que tienen forMa,de lAmiip tdangulares de

AdemA's del grueb,o, clase de metal, y ndmero de pietas

que desea, LcuAl es la mfnima información que debe Oar para espe-

cificar al.tamafto y forma de los triAngulos? (Debes tener en

mente que puede naber mAs e una posibilidad

6 Demuestra el siguiente teorema:

Si la bisectriz del Angulo opdesto

, a la,base en un triAngulo isdsceles

corta a la base, es perpendicular a

la base.

0 de otro modo:

Datos: El AABC en el que AC = BC

y H dn punto sobre AB tal que

LACH LBCH.

Demuestra que CHJ: AB.

7. Demuestra el teorema que dice que

la mediana desde el v6rtice de un

trfAngulo is6sceles es la bisectriz.

del Angulo en ervértice.

' 8. Demdpstra el teorema siguiente: La bisectriz deg Angulo en el.

vértice-de un triAngulo isósceles es la mediatriz de la base.

0 de otro modo:

Datos: El NUF en el que AO =-BF

y H'un punto sobre tal que FH

biseta LAFB.

Demuestra que -AH BH .

FR i AB.)

'O.
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9. a. Datos: En la .figura, AF, BR,y AR = BF.

Demuestra que LARF zBFR.

(Lo.que falCa del segmento RB se dej6

asi para que la figura .no revele si

Ra corta a AF o no.)

b. Oecesitarás, como parte de la

hip6tesis, que la figura est6 en

un piano?

10. a. Datos: En la figura, AH = FB,

AB FH, y RQ.biseca a HB en K.

Demuestra que QK

b. LSer6 necesariamente plana la

figura?

11. Dato:' El cuadrado ABCD en el que

P, Q, R, S schn llstikpuntos medios

de AB, BC, CD, DA, respectivamente.

Demuetra que' APQS =A RQS.

&

It;
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12. Sedala por qu6 lai/siguiente argumentación contiene un cfrculo

! vicioso, y pof ello no es vAlida.

,

.14e.
S.

Teorema: Los Angilos en la basp,de un triAngulo is6sceleb

son congruentes.

Dato: El AABC 9n el que AB a. AC.

Demostrar: LB 1-Z C

demos traci6h? Afirmaciones #azqnes

AB 74 AC1. 1. Dato

2. AC -.1" AB 2. Datb

3 . C B 3. Consruencia idéntirca

4. \A ABC A ACB 4. L.L.L.
I

5 . z B zC 5. DefiniciOn de triángulos

congruentes

*13 Sedala por qué la 0_guiente argumentacidn contieng un cfrculo
*

vicioso.

Teorema: Sea G una correspondencia entre dos triAngulos (o

entre un triAngulo y 61 mismo), 4i dds lados y.ei Angulo

comprendido del p);imer triángulo Son congrubnees a las paites

correspondIente del segundo triángplos, entonces la correspon-

dencia G es una congraencia.

..:Toatqs: 'ABC+-4. DEF, AB DE; BC EF, LABC L.DEF.

a

Demostrar: AABC ADEF

I I
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ostracion: Afirmaciones P Razoned

1: Sea AC' el rayo de1,migmo

lado de 4Et que.ie, tal slue

LBAC' LEDF, y que corte a

BC en C'.

1. PoseuIado cte la cons-.

tiucci6n del Anguló

.2. LAM' LABC 2, C' estli sobre el rayo

por el paso .1
\\

LABC LDEF.

4 . LABC z DEF.

5. AB

6 . z BAC' z EDF

7. 6ABC' EDEF

8. BC' EF

gp

3. Dato

4. Pasos 2 y 3

5. Dato

6. Paso 1
k

7. A.L.A.0

8'. Partes correspthidientes

9. Data

$.

10. BC' a BC 10. Pasos 8 y 9'

11. C' C 11. Paso 10 y la raz6n para

el paso,2

12 . A ABC ;X A DEF 12. Pasos 7'y 11

*14. flS.i, en la figura,z a Zzb

y detnuestra que

A- F L HB.

éri la figura, BF'. V. en F,

ITAIrRenA,I

(,tpodpis demostrar que FB AB?

,81;puetles,, demuéstralo.
r,

i\

160
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16. En el AHAF, lls .puntos. y W

estAn obre los lados.AF,y AN,
.1

respectivamente, y ademAs

FW Ali, HB I. AF, y AW = AB.

Demaestra: FW = HB.

4

17. Si-, en la figura, Fi5 jAR,
,

FQ biseca:LAQR,

BQ biseca LAQF y

HQbiseca'LFQR, demuestra que

BQ

*18. En lostriAngulos AABC y

'AB = BR, AC.= HW,y la mediana

AF =. la mediana'11Q.

ApoyAndote en los teoremas que

has estudiado haste ahor4,

ouedes dempstrar qua

AABC ZAHRWR Si puedesJ

demudstralo.

\

I i;

*19. Usa el diagrama delproblem41.18 y uponte que ahora sabemos que

AB = HR, BC = RW, y la mediana AF .la mediana HQ.. iyodrAs

demostrar que A ABC.:4 AHRW? Si 'puedes , hazlo.
41%N

*20. Datos: Puntos A, It', S y C que estAn ed LA recta L.

R estA, entre ky S.

S. eatA entre R y

B y D no estAn en L.

AR = CS r
AB =,CD

VP.

ps - DR

a. Demueptra que .LBSA a GDRC.

b. erendrAn que ester en un mismo piano lot puntos A, R, S, C,

4

ByD?
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*21. En esta figura, D es el punto medio de

Aqj BE y CF.
-s

Demuestra que AEFG ABCA.

*22. 2Strá villida la demostracion.de1 oproblema 21 aun Cuando

, segmentos BD, AD y CD no estén en un miamo piano?
0

*23. Datos: En la fig'ura, AQ1, RS.

RQ = SQ

RC SC ,

Demuestra que z RCA -2 z SCA.

24., Colocamos un trfpode con SLIT tres

patas VA; VB, VC igualet sobre un

pianol

a. .I,Se puede,decir algo/acerca de

las diOtancias'AB, AC, iC?

LY acerca de los fingeos

(LI/AB, LVAC, LVBA, etc.)?

b. Contesta la pregunta (a) si

se nem dice además que las

patas del trfpOde forman-

Anylos iguales; et decir

/AfB }WC LAVC.

9
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*25, a. Sean AR y BQ segmentos que se bi can en M. Demuestra

que AB ... RQ y que AQ RB.,4

b. Supotlgamos ahora que CX también es bisecado por M.

LCurintos pares de.segmentos congruentes, como los(de

.(a), puedes determinar?

c. Probablemente ipensaste que CX estaba en el mismo plano

que AR y BQ. LSerA estq necesartd, o serán todavfa ciertos

tus resultados de (b)' si CX se sale del plano.de AR y BQ?

, En este dltlmo caso, trata de imaginarte la figura y

dibdjala:o haz un modelo.

26. Sea d'ABC un triAngulo cualquiera, y D u punto fuera del'plano de

este triárigulo. Al conjunto qe consiste en la reuni6n de los

seis segmentos AB, AC, BC, AD, BD, CD. lo llamaremos el esqUeleto

de un teteaedro. Cada uno de los'seis segmentos s'e llama una

arista del tetraedro, .cada uno de los cuatro puntos A, B, C, D

es un vértice, cada iirigngulo formado por tres vertices es una

card, cada Angulo de una care es un gngulo en la cara-. Ya

consideramos cares, y'aristas de un tetraedro en el problema 11

del Conjunto de problemas 3-1c.

a.0 tOugntas caras hay? LCugntOs gngulos en las caras?

b.' Dos aristas de un tetraedro serán..9puestas si no se inter-

secan. Serán adyacentes si intersecan. Si cada par

de aristas opuestas son congruentes, Lserán congruentes

dos caras cualesquiera? Si caaa par de aristas adyacentes

son congruentes,'Lqué clase de trikingulos sergn las carai?

741. Construye un esqueleto equilgtero de un tetriledro o bien

utilizando palillos de dientes qué pegarAs o mediante

pajitas pasando un cordel por el1as para unirlas.

A

I.

1.
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Problemas,de Eepaso del Capitulo 5

Si los vértices,de dos triAngulos se gorxesponden de manera

que cad& paropie AngulOs correspondientes son

y cads par_de correspOndientes son congruentes,

pntonces la correspondencia es una entre.los

triángulos.

2. Considers el conjunto de abreviaturas A.L.A., .L.L.A., L.A.L.,.

L.L.L., A.A.A.

a. LQué subconjuntos son abreviaturas de postulados de este

capitulo?

b. Olué subconjuntosson.abreviaturas de teOltemas demostrados

en este capiculo?

3. Si el ARST es is6sgeles y RT ST, lqué correspondencias del

.triAngulo consko mismo soncgongruencias?.

4. Dado que AF BF y bF EF,

ser4 la Ultima raz6n en la demos-
.

tración mAs directs tle que,

AAFD = ABFE? Ly la de que

pAEQ. = 'ABDO

Datosl En la figura, Ai* RH y
\

. ,

AF BH) 4/

Demuestra que RB

En la 1igura del problems 5; si RB RF y.AB HF, demuestra
4

que AR HR.

1 6
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Una persona gutere halrar

el am:10 'de un rfo y para ello

se fija en un drboL T, qçie

sesta en la otra oriala frente

al yunto P y tal que PQ]:Pr..

Marcando M, el punt() iedio de

15"Qi camlna sobre,la perpen-

dicular a 16.0. en Q hasta

que llega al punCo X en que

esto perpendicular se_w-

cuentra con La recta W..

Nué otro segmento de la

figura tLene el mismo largo

que TT'? ,i,CuAl es el princi-

pal teorema litilizado at'

demoatrar que ATM AXQM?

8. Las fuerzas de Napole6n, grarchando sobre el terreno enemigo,

llegaron a un rid cuyo ancho ignoraban. Aunque los inge-

nieros venfan detrgs ei impetuoso comandante 'exigi6 a sus

, uficiSles le dijeran el Sncho del rtO. Un oficial )oven se

scoloc6 en la orilla y baj6 la(visera de su gOrra hasta que
,

la vistyal llegaba a la orilla opuesta. Luego gird y mir6 de
J.

igual manera a lo largo de la orilla fijandoge en qué punto de

la orilla cortaba la nueva..visual. Entonces anduvo hasta,este

punto contando sus pasos. 4Seré esta distancia la misma del

ancho del rfo? lQué par de trigngulos eran congruentes? gor qué?
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9. En eliRST: El Rpnto X estA

entre S y T, y SX = SR. .E1

punto Q estA entre R y T,

y SQ biseca ZS. Trazamos QX.

Halla tin Angulo congruente al S

ZR y establece la congruencia

19,41 Dato: La figura en la que

AB L BH RH 'L)BH

QB = WH y F es el punto medio'

de BH.

Demuestra.que ABE(.1 AHFW.

11. Datos: En la figura, AB - AR

y /BAH LRAH.

Demuestra que FB

12. En esta'figura sabemos que

AB - HF y RB RF.

Demuestra que AAFR AHBR.

13. Datos: En la figura, AB = FB

y MB = RB.

Demuestra que AAQR AFQM.

1 60
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14. En esta iigura sabemos que

p y F triseean* a AH,

IA 74 LH y AR a, HQ.

Demuestra que FW.
/

*Trisecar aIgnifica

en tres partes,congruentes:

En esta figura sabemos que

HA HB, F biseea /HAB y

biseczi LUBA.

Demuestra que. AF = BF.

16. Un polfgono ABCDE tiene cineo

ados de igual longitud y

cineo Anguios de igual medida.

'D muestra que 4DAB /DBA.

Demuestra: Si dos tedianas de

un 1riAngulo sonewrpendieulares

a suS Lidos respectivos, entonees

el triAngulo es equiltitero.,

18. En esta figura, A$ HB RB F11:-

Deinuestra que z A 2= LH y AM = HM.

) \\

19. Demyestra que las bisectrices de un par de ..4ngu1 w correspon-
.,Y,

dlentes de dos trifingulos congruenteg son congruentes.
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20. En esta figura sabemos qUe

XW ° QR,

La Lb,

iX.; LQ.

Demuestra que KA = KM.

21. En es4 figuraisabemds que

z2, z3 zz.4,

y JT = JB .

Demuestra que

22. Si PA * PB_y QA = QB,

entonces 1APQ 1./BPQ.

iya1dr6 la misma demos-

tración.esté 0 no A en el

mismo piano que P Q y B?

23. a. Demuestra: Si PA = Pb,

QA = QB, y Rists sobre

segdn aparece en la

figura, entonces RA = RB.

b. LTendrAn que ser coplanarios

loS cinco puntos? 0./a1drg

la misma demds.traci.dn esté

o no A en el misMo OanO que

B, ft, P y Q?.

*24. En esta figura, 1s punts) F y H

trisecan a AT, y los puntos.F y
=Ma

triSecan a MR. Si AF = FB, lserá

AABT AAR? Demuestra tu.respuesta.

,
.

e.
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25: Si vies perpendicular a cada uno de los tres rayos diferentes,

RB, RC en R, y si RA RB c RC, demuestra que 8A P. SB'irii SC.

(Dibuja tt mismo la figura.)

*26. Hagamos que el APAB y el AQAB

estén en pianos diftrentes, pero

con el, lado cumin AB. Sea

APAB 1 AQAB. Demuestra qUe si.

X es cualquier e nto e AB, entonces

J.

el APQX es 1s6sce

*27. Completa.:la 4emost aci6n que 1io Euclides

del teoreMa,de que los iingulos en la

base de un triAngulo is6sceles son

congruentes.

Deto: AB AC
A

Demuestra quezACB ;1; 41,BC.

Construcción: Toma un putio

F tal que B estd entre A y F,A1

un punto H tal que C estd entre

A y H, de modo que AH AF.

Traza CF y BH.

*28. Datos: La #6ra thana ABCD,

AB CD, AD BC.

Demuestra que AC y BD se bisec.iin.

*29. Dato: La figura ABCD en la que-

AB AC, DB DC, y LBAX LXAY LCAY.

Demtlestra que Ai

fr



Capitulos 1 al 5

.EJERCICIOS DE REPASO

4 -Repaso

)

,Escribe los admeros del 1 al 80. DeSpués de cada ndmero,

escribe un "+" o un "-" para indicar que consideras la afirmación
/

correspondiente cierta 0 falsa. Cierta quiere,decir "eierta
siempre".

1. Dos rayos cualesquiera se cortan.

2. AB designa una recta.

3. Si m LQ = 100, entonces LQ nO tiene ComplemntO.

4. Una recta y un punto -fuer& de ella determinan un plano.

5. Si urrpunto est6 en el interior de dos Angulos de un triAngulo,

estA en el_ interior del triiingulo.

6. Si una recta corta a un plano que no la contiene, entonces la

intersección es un .punto.

7. La reunida de dos semiplanos es todo el plano.

8. bn punto qu'e pertenece 'al interior de un ángulo pertenece al Angulo

9. Si AB = CD entoncesoA=C o A= D.

10. La intersecci6n de cada dos piemiplanos es el:interior de un

Angulo.

11. El intgrior de todo triAngulo es eonvexo.

12. Es posible que la reuni6n de dos conjuntos, ninguno de los

c ales sea -convitxo," Sea convexa. 111)

13, Un\rayo tiene dos extremos.

14. La gxperimentación es siempre la mejor manera dejlegar a una
conelusi6n válida.

. -15. .Dad9s Oatro puntos. diferen0s1, tales que eada tre8 de ellos no

est alineadosi hay exactamente seis recta8 diferehts determi-

. na por dichos puntos tomadok dos)g dos.
4'

RST = m z XY, en tonces AST Z. /XXZ.

17. En la igura, la mejor manera de le;i' el

'.Angulo formado.por a y i5i es a.
.

(
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18. En este texto la relacidn "estar entre" no es definida

en lo que se refiere a puntos de una recta. -

4

19. Los vertices de un tri

#

ngUlo no están alineados.

20. La inbersecciOn de do ,conjuntos es el conjunto de LAos los

elementos que pertenecen a uno de ellos o a los dos:

2l. ,Toda afirmación acerca de figuras geométricas, que no sea una

definición, puede demostrarse.

22. Si AXYZ == ACAB, entonces /A z /X.

23. Es posible que dos rectas se corten de manera que tres de
, .

los Angulos que forman tengan medidas de 20, 70,:y 20.

24. Todo lado. de un Angulo es un rayo.

25. Todos los nombres usados en el texto en relación con la

geometria estAn definidos en el texto.

26. El interior de un Angulo es un conjunto convexo.

27. Si m/ ABC .= 37 y m /DEF = 63, entonces /ABC y /DEF son
4

complementarios.

28, Si A no estA entre B y C, en,tonces C es.0 entre'A y B.

29. 1ml nunca es-un ndmero negativo.,

30, Si el punto Q est6 en'el exterior del LABC, entonces Q y C

estgn del mismo lado de

31. La distancia.entre dos puntos es el valor absoluto de la suMh

de sus coordenadas.
0

32- El lado mayor de un triAngulo cualquiera se llama su hipotenusa.
4-4. ..--.

33:% Si AB I CD en el punto P (que es diferente de los puntos A, B,

C) D) ) entonces m ;AP m CPB m BPD--1- m DPA = 360 .

34. Dada una redea, habrA ,...glano,°y solo uno, que la contenA.

35. Vn,ndmero racional es la razón Ae dos enteros.

36. Dados dos puntos en una recta, se puede escoger un sistema de

coordenadas tal que4a.coordenada de un punto sea cero y la

coordenada del otro Ounto sea negativa.

37. Dos triAngulos son congruentes si dos lados y un Anguto de

uno son congruentes a dos lados y un Angulo del otro.
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38. Un conjunto de puntos alineados es una recta.

'39. x A'2x.

(.40. El valor absolUto de todo ndmero real distinto de. cero es

positivo.

41. .SisCD + CE DE, entOnces D estA entre C y E.

42.. Si en el Alpc, nu:A 7 m /B.= mz.C, enlonces AB ....BC

.43. Si, en el pl'ano Z, FiGr L a la recta L, 17-Q 1 a la recta L, y P

estA en L, entonces PQ.
,44. De :Ias afirmaciones": (1) Si q es falso, entonces p es ..

falso,'y (2) p es cierto, poderrios concluir que q. es cierto.

45. El postulado de ia r'egla nos dice que cualquier unidad puede

reducirse a pulgadas.

46, Si R es un punto en el interior del LXYZ, entonces

mZXYR + ZYR mz. XYZ.

47. .flay ciertos puntos en una escala numérica que no estén en

correspondencia con ndmero alguno.

-.48. Toda recta es un conjunto de puntos alineados.

49. 1.-nl n.

50. La distancia entre dos puntos es un ndmero pOsitivo.

' 51. Si sabemos que mLAOB = 20' y mz.BOC m, 30, pademos afirmar
que m LAM - 50.

52. Un punto en latarista de un semiplano pertedece a-ese semi-

plano.

53. Una recta L' en un plano E sep'ara al plano en dos conjuntos

convexos.
1

5,4. La nediana de un triAngulo biseca al lado a que corresponde. /
.55. Si dos puntos estAn el mismo semiplano, entonces la recta'

que determidan no corta a la arista de ese semiplano.

56. Si dos Angulos suplementarios son congruentes, cada uno es un

Angulo recto.

o

57. El interior de un Angulo incluye el Angte mis a,

'S

; I
1 r.,;

1



58. Los Angulos opuestos por el vdrtice tienejedidas iguales.
59. Los lados de un. Angulo son rayos .cuya intersecci6n es el

vérticé del Angulo..
60.. Si el LC es suplementario del LA, y'si m LA = 67, entonces

L.0 = 113.
61. Si dos rectas se .cortan, habrg exactamente %dos puntos de _cads

una qme estargn contenidos en la otra
62.. Si dos Angulos tieneymedidas iguales , ,los Angulos deberAn

ser congriientes .
63. De las afirmtrciones: (1) gi p es cierto,..entonces q es

cierto, y p no eS cierto, podemos concluila *le q es
fal so.

64. Se. ha demostrado, en los primeros cinco 'capitulos de este'
texto, que la sum de las medidas de los 4,ngulos de un triangulo.
es 180.

65. Los lados de un trignguld son rectas.
.66. El punto medio de un segmento lo sepata en dos rayos .
67. -Si dos rectas se cor tan de ma4era que lo § Angulos opuestds por

el vOrtice que se formen SQri suplementarios, entonces la
medida de cada Angulo es 90.

68. Si mLB = 93, entonces el z B es 'agudo.
t

69. Para todo.ntimero x, lx1 x.
.-

70.. La intersección de AB y BA es TB.
'71. En el AABC todos los puntds de BC estAn en el interior del z A.
72. Si AAB

C/
ABCA, entonces el AABC es equilgtero.

73. Si I '= I I entonces x2 = y2.

74. 'Los triAngulos MBC y.ARFH, que estAn en diferentep,planos,
son eongruentes si AB = RF,IBC = FFE y AC = .RFE.

75. L1ABC AMQT siAB = QM, BC = TQ y 40:1 -21 4B.
11

76. a medians AB en el MCE biseca al z A.
277. 'Si x = y 2

, entonces lxi lyl.

e.

O N,
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.

. , .1\

.,,

\ \
,

tres puntdi están sohre tres ectas diferentes, los

puntos no'estfin'alineados.

79. No, hay.un AABC, en el que,di

I-
O. Dos puntos que;no están en un plano dado eAlirtin en.los

o

semiespacios. opueAs cleterminad9s:,por el .plano. si,. y* sólp

sl, el segmento que los une interseca al plano.

'

A
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Capftulo 6

ts;

EXAMEN KAS PRECIS() DE LA DEMOSTRACiOti

6r1.. C6mo4funciona un'sistema deductivo

'En'el capitulo.1 tratamos de explicar en términos generales'

c6Mb iba a funcionar nuestro estudio de la geometria. Después. de

la experiencia que has logrado desde.entonces, te resultará ms .

feicil enten4er la explicaci6n..

La idea de conjunto, los m6todos del Algebra, y el proceso de..

razonamiento 16gico, son cosas con las que hemos estado trabajando.

La geometria propiame. nte es sobre lo que hemos estado trabajando.

Empezamos con punto, recta y plano como términos no definidos, y

tasta ahora hemos empleadoiquince postulados. A'veces los nuevos,
1t6rminos se definieron a base de los postulados. (Por ejem,lo

,s. .

definimos la distancia PQ como el namero positivo dado por el postu-

la(c) de la distancid.) A veces las definiciones se han basado

solamente en los t6rminos no defini4s. .(Por ejemplo, un conjunto

de puntos AS de puntos alineados si todos sus puntos están en la

misma recta.) Pero en odo moMento construimos nuestras defini-

tciones mediante términ s queb eran,.de alguna manerS, conocidos con
7anterioriaad. A estas alturas hemos amontonado definiciones sobre.

,

definiciones con tal frecuencia'que la lista es muy larga. Y esta
. -

circunstancia es.Una de las principales razones por la qule, desde
. i

el principio, tenemos que mantenbr claios los procedimientos.

De la misma mahera, todas las afiiMaciOnes que hacemOs aceica

de la.cgeometria se basan, en Ultimo trmino, en los postulados.

A,yeces/t?emos demostrado teoremas directamente de los poStulados, y-
.

etras veces hemos basado nuestras demostrsciones sobre teoremas ya\
6
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demostradoW:. Pero en cada caso, la cadena de razonamientos procede,

originariamente de los pstulados.

A estas alturas quizás te parezca una buena idea releer la
segUnda mitad capftulo 1. La verds.ahora con mucha mayOrdarid

que,c4indo la viste por primera vez. Es mAs'fAcil mirar hacia.atrás

y entender lo que has iwcho, que.entender por adelantado na expli,
cad& de 10 que vas a hacer.

q

V

6-2. Dcliostrack6n indirecta

Señalados en el capftulo 1 que la mejor manera de aprender

acerca del razonamiento 16gico es practicándolo. Hay un tipo de

demostraci6n, sin embargo, que puede requerir bstudio adicional.. En

el teorema 3-1 utilizamos lo que Se conoce como demostraci6n indi'rec

gl t4orema y su demostración eran los'siguienteS:

Tebrema 3-1. Dos rectas diferentes se cortan a lo más en.un pun

Demostración: Es imposible que.dos rectas diferentes se encuent

en dos puntosdiferentes P y Q.. Esto es imposible, porque segan el

postulado 1,1hay solamente una recta que conbd.ene a fos dos puntos

P Q:

Probablemente este es la primera Vez en que has visto empleado

este tipo de razonamiento en m,atemhticas, pero seguramente debes
.

haberte.tropezado con 61 muchas veces, en la conversed& corriente.

Las siguientes dos obse4vacOnes son-ejemplos de demOstraciones
s.

indirectas:
.

(1) "Tiene que es'car lloviendo afuera, Si no e tuviera

11ovie410, entonces estas personas iue entran por la puerta estarfan

secas, pero están empapadas".

(2) "Hoy no debe ser l dfa (161,juego, de fiitb9l. Si eljuegp,

fuera hoy, entonces el estadio estarfa lleno de gente, pero los

Ahicos que estamos aquf somos td y yo".

(k1 1
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En Cada uno de,estos casos, el que habla desea demostrar que

su primera premlsa es cierta. Inicia su demostracidn suponiendo
P

que lo que interesa demostrar es erróneo; y entonces observa que

condUce a .4-conclusi6n.que contradice dato conocido. En

, el ppimer caS6, se supone que no estg lloviendo; esto lleva a 14.

.concluslón de que las personas ue,entran estarfan secas, lo que
lz 4

wroisontradicecel,dato,.conocido de que dichas personas estdn mojadas;

y, por lq tanto, despugs de todo, estfi lloviendo. De modo parecido,

en el segundo'caso el supuegto de que el juego es hoY conduce a una

contradiccOn con el dato sabido de que el estadio estg Niacfo.

En la demogt:raciOn del teorema 3-1, el supuesto es que algdn par

rectas diferehtes se en&lentran en dos puntos. For el postulado

1, esto lleva a la conclusion de que las rectas no son diferentes
4

4después de todo, Por lo tanto, el gupuesto es errOneo, y esto'

;ic7i(lida que el teorema'es correcto.

COn unto de problemas 6-2a"

1. Para fines de arvineoLacidn, acepta cada 4no de los sigui cites.

supuestos y ofrece despues un final lógico para cada conclu In.

4. Supuesto: Solamente los'hombres son aaltonianos.

Conclusi6n: Mi madre

, b. Supuesto: Todos los hombres son zurdos.

ConclusiOn: Mi hermano

c. Supuesto: La dnica oosa que indigesta)a Juanita es el

chocolate caliente. -Juanita estd indigesta..

ConclusiOn: Juanitamr_

2 4Cufiles de los siguientas ArgumiLtos son indirectos?

a, La temperatur4 afuera de ere.s.taz ?or encima de 32°F. Si la

temperatura no estuviera or encima de 32°, entoncesla

nieve no se estarfa derrit endo. Péro se est.( erritiendo.

Por lo tantoey la tempyratura debe estar por encima de 32*.

u
r
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b. Aquella ptlfcula debe ser muy divertida.. Si no fuera muy

divertida, Aca gente irfa a verla: Pero hay muchedumbres

que van a verla. Por lo tanto, debe ser muy'divertida.

c. El aire acondicionado de este edificio no debe estar funcio-

nando bien. Si estuviera funcionando bien, edionces la

temperatura n6 serfa tan alta:: Pero la temperatura es

desagradablemente alta. Por lo tanto,:el aire acondielonado

no estg funcionando laten.

3 La seilora Alvarez compr6 unjuego de cuchillos, tenedores y

cucharas anunciado como hecho de acero inoxidable. Despugs d

usarlo durante unos cuantos meses, not6 que el.juego empezaba a

enimohec:!erse. Decidi6, puefi, que el juegO no era de acero inoxi-
,

dable y lo devolvi6 para reembolso.
t.

En Iste ejemplo de demostración indirecta..seAala (1) el

enuncisado que va a demostrarse, (2) la suposid6n, (3) la
0

conclusión que resulta del supuesto, y (4) el dato que contra-
,'

dice a (3).

4. .Qug Cofic1us6n puedes'deducir de los siguientes hip6tesis en las

que x, y,uz representan enunciados diferentes?

Si x. es cierto, entonces y e cierto.

Si y es cierto, entonces z es cierto.

-x es cierto.

5. i'Sd'ponte.que tienes ldsiguiente informAci6n:

Si w es cierto, eAtonces v es 0.erto.

Si u eS cierto, entonces 44,...3A_9±erto.

Si x es cierto. enconces u es cierto.

v no es cierto.

Oug conclusión puedes deducir? lEmpleaste en'algdn momento

'el razonamiento indirecto?

6. :1,Qué conclusión se'deduce de la siguiente información?

(1) A nadie se le permite ingresar en 'el club d4ataci6n a

menos que sepa tocar el flautfn.
44
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(2) Ninoma tortuga puede to r el flaunji.

(3), A nadie se le permite usar alzones cortos rayados en

'. la piscina del club a menos que sea miembro del club de
natacidn.

.
.(4) Yo siempre uso calzones cortos rayados en la piscine del

..
club.

(Sugerencia: Este problems se hace más fAcil al.,lo pasas
. a la forma si-entonces, como en varios de\los problemas

precedentes. Por ejemplo, sea A "alguien 'es-un miemqo
,

del club de nataci6n", sea B "alguien puede tocar el

\flautin",- etc.)

T. Si A es verde, entonces B es rojo.

Si A es azul, entorices B es negro.

Si B es rojo, entonces Y es blanco.

a. A es verde, por tanto B es y Y es

b. B 'es negro. LSerg posible deducir una conclusión relative

a A?- Si lo es, indica cu4I1 es la.conclusion que se deduce..
8. Dem4estra que la bisectriz de un,(tingUlo cualquiera de un .

trigngulo escaleno-nq puede ser perpendicular al lado opuesto.

DemoStraremos afiora los otros teoremas del capitulo 3. Por
A

conveniencia, volvemos2 enUnciar.los postulados en que se basan

e4t.es demostraciones.

POstulado 1. Dados d95 puntos diferenteg cualOsguiera,
habrA exactamente una recta que los contengs%

Postulado 5. , (a) Todo piano dontiene Ror lo menos

tres puntos que no estkirf alineados.

(b). El gspdcio contiene por lo menos cuatro puntos que
no estgn en Wn plano.

V.L;
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-..Postulado 6. Si:dos puntos están en un plano, en-,

o ces la recta que io contiene está en el mismo plano.

Postulado 7. Tres puntos cualesquiera están for lo

menos en un plano, y tres puntos,cualesquiera. no alineados

estgn exactamente en un plano. Más brevemente, tre-s

puntos cualesquiera son coplanarios y tres puntos cuales-

quIera no alineados determinan un plano.

Teorema 3-2. Si una xecta corta a un piano que no la contiene,

entonces la interseccidn es un solo punto.

Demostraci64: Por hipótesis, tenemos una. recta L y un plano

E,

(1) L corta a E por lo menos en un punto P, y

(2) E fio contiene a L.

Vamos a dar una demostraci6n.indirecta del teorema, y, por. lo
4-

tanto, empezamos suponiendo que la conclusión es falsa. Asi,
I.

nuestro supuesto es que

(3) L corta a E en slgdn otro punto Q.

Para.dar una demostración Indirecta, necesitamos mostrar que

nuestra suposición econtradice algo ,conocido. Y asi es: Si P y.

Q estgn en E, por el postulado 6 sabemos que la'reota.que los

eontlepe estA en E. En eonseeueneia,

. (4) L. está en E,
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,Esto conteadice a (2). , Por lo)tanto, el supuesto (3) es

imposible. Iluego,, el teorema 3-2 es.cierto.
RP

Notarás que las ftsurds usadas para ilustrar la demostración in-
,

alrecta'parecen extradas. En fa figura del teorema 3-2, hemos

indicadl un punto Q, meramente'para ecordarnos de la notadidn de

demostraclóp. La demostración misma muestra que un tal punto

Q no puede existir. be hecho, las figuras para la demostración

Indirecta siempre parecen ridiCulas, por una buena razón: son

figuras frde situacionds imposibles. Si hubidramos dibujado una

figura.para el teorema 3-1, todavia se hubiera visto peor, quizAs
t

como .ésta:

44

4 _

Este es un dibujo de'una situación imposible en la qué dos

rectas diferentes se cortan en dos puntos diferentes.

Teprpma 3-3. Dada una recta y un punto que no está en la recta,

'hay exactamente un plano que los contiene.

Demos,tración: Por la hipótesls,tenemos una recta L y un punto

'P que
4
np estA en L. Por ei postulado de la regla sabemos que toda

recta contiene infinitos puntps,'y asf L contiene aos puntos Q y R.
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Por el postulado 7 existe un'plano E.que contiene a P, Q y R.

Como por el postulado 6 E contiene a L, hemos mostrado que existe

un planoEque contieneaLya P.
?

Hasta ahora hemos demostrado en realidad solamente la mitad del

teotema, ya que el teorema 3-3 dice que hay exactamente un tal

plano. Falta demostrar que no existe ningdn otro plano que contenga

aLyaP. Esto lo haremos por demostraci6n indirecta.

Supongamos que bay otro piano E' que contieneaLyaP. Como

por el postulado 1,Les la dnica recta que contieneaQya

sabemos.que Q y R, lo mismo que P, estgn en E'. Esto cpntradice el

postulado 7, que dice que tres puntos no alineados estn exactamente
.s

en un plano. Como ya hemos establecido que E es un plano que contiene

a P, Q y R, E' no puede existir, y E es el dnico plano que contiene a

y a P.

Las dos partes de la demostraci6h del teorema 3-3 destacan lap-

distincidn que hay entre existenCia y unicidad. La primera parte

de la demostracidn muestra la existencia de un plano E que contiene

aLyaP. Esto deja abierta la posibilidad de que haya mAs de un

tal plano. La segunda parte de la demostraci6n muestra la unicidad

del plano. Cuando demostramo§ existencia, mostramos que hay por lo

menos un objeto de una cierta clase. Cuando demostramos unicidad,
4-

probamos que'hay A lo sum uno o / Si demostramos ambas, existencia y

unicidad, esto significa que'hay exactamente uno.

Por ejemplo, para las pulgas de un perro realengo, podemos

generolmente dbmostrar existencia pero no unicidad:. (Es. Muy aforftu-
,

nado!el perro que tiene una sola pulga.) Para las hijas mayore /de

un4 sefiorq dada,,podemos obviamente demostrar unicidad,' pero n
, .

necesariaMenté existencia; algunas.sefloras no tienen hija-al na.

Para los puntos comunes a dos segmentos diferentes, no tene

necesariamente existencia o unicidad; la ,intersecci& puedf conten

muchos puntos o.exttctamene Lin Onto, o inguno.
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frase "uno y s6lo Uno" se upa con frecuencia'en vez

"ekactathente uno", ya que subraya la doble paturaleza de la afir-

maciOn.

Nrk,
El siguitante teorema se divide en dos pfrtes exactameqe de

la, misma manera:

Teoremai3-4. Dadas dos retas que se,cortan, hay exactamente
.Jun plano que las contiene.

Por variar, daremos la demostraci6n en forma de'doble columna.

Mate bien en las dos partes y en la forma como manejamos la

demostraci6n indirecta en la Segunda' parte.

RemostracOn: Tenemos las rectas dadas L1 y L2, que se cortan

en ea punto P.

Afirmaciones

1 L contiene un punto

diferente de P.
t*,

2. Q no est6 en L2/

3 Hay exactdmente un plano E,

que contiene a L2 y a Q.

4 E contiene a 1,1,

5. SuponLvios que otro planCiP
/

6, F con4ene a Q.

7. Cada uno 1e los planos E y

F contiene a L
2

y !a Q.

8. E es el dnico plano que cqn-

tiene a L
1

y a. L2'

Razones

1. Por el postulado de la

,regla, toda recta con-

tiene infinitos puntos.

2. Teorema 37,1

Teorema 3-3

4. Por el postulado 6, ya que

E'contieneaPya Q.

tambidn contiene a L1 S7,a L2.

6. Q estfl en Ll.

7. Pasos 3 y 4, y 5 y .

8. El paso 7 contradice el

teorema 3-3.

rt.



Con unto de Iroblemas 6-2b

)
I. LEs un triángulo necesariamente una figura plana? Explicalo.

.4

2.

I.

El teorema 3-4 dice, en efecto: "Dos 'rectas que se cortan

determinan un piano". LCuAritos planos diferentes estAn

determinados por pares de rectas qu7/se cortan en esta figura?

Suponte que las tres rectas no estAn todas en el mismo plano.

Enumera los vianos nombrando las dos rectas que se cortany que

l(14determinAn.

3. i,CuAntoS pl nos diferentes estAn doterminados por los pares
4-* 1-4.

que se pu den formar conAcuatro rectas diferentes AQ, BQ, CQ, DQ,

cada,tres de las cuales no situadas-en el mismo plano? Haz\una

lista de los p1anos nombrando cada.uno mediante las dos rectas*

que se cortan y que'lo determinan.

- 4. Si, en un piano Z, PT es perpendicular a la recta.L y PQ es

perpendicular a la recta L, zqué conclusi6n puedes,:deducir

4 respecto a y PT?

5.

Rfr
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Como se indica en la ffghca, A y B eitán en el piano P.

El punto Q estA sobre el planO P. 1Est4 la recta AB ent

)
Wente en P? Menciona un postulado o teorema para funda entar

tu (::onClusi6n. laay un.segundo piano implfcitO en la s uacidn .

Nómbralo usando los tres puntds que lo determinan. LC 111 es

. la intersecci6n de ,estos dos piano's? LEn qué punto cort
.0 al piano P?.

.

.-6. Si A, B, C, D,"son cuatro'yuntos no alineados, haz una lista

de todos los pianos detinados'por subconjuntos de A, B, C,D

6-3. Teoremas acerca de perpendiculares.

Algunos ge los teoremas bAsicos- sobre rectas.perPendiculares son

buenos ejemplos de existencia, unicidad y demostraciones indirectas.

'1orema 6-1. En un piano dado, y por un punto dado de una recta

6dada en el piano, pasa una y solamente una recta perpendicular a la

recta dada.

pato: E es un piano, L una recta en E,y P un punto de L.
. .Demostrar: (1). Hay una recta M e E, tal que M contiene

a P y °M L L;

(2) Hay a io sumo una recta en E que contiene a

'P y es perpendiculAr'a L.

Demostracidn de 63:

11'
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Sea R uno de los dos semiiptanoI'en E que lienen a L ;coma 'Ina

arista, y st6 X un punto deC14, distilnip de P. Por el postulado de

conatrucc del Angulo, hay un punt°
4
Y de H. tal quez.XPY es un

Angu recto. Sea M la recta PY% Entances 11.11. Asf hemos

demostrado que hay pos lo menos una recta que satisface las condi-

ciones-del teorema.

Demostraci de 12): Necesitamos ahora demostrar que hay a 10

sumo una tal cta. Supongamos que hay dos de ellas, M1 y M2. Sea

4
X, un punto de L, distinto de P.

. -4 -

Entonces las rectas M
1
y M

2
contienen los rayds PY

1
y PY

2.
que

.

estAn en el mismo semiplano H que tiene L como art:sta. Por la

definición de rectas perpendiculares, uno de los Angulos determi-

nados por L y MI es un Angulo recta, y pot- eliteorema 4-8 los.

cuatro Angulo? son Angulos rectos. Asf, nr4!PY1 = 90. De modo.

parecido, mz.XPY2. 90. Pero esto contradice el postulado de

construed& del Angulo que dice'que hay solamente un rayo PY,

con Y en H, tal'que, m.4 XPY = 90. Esta contradicci6n significa

que nuestro supuesto de que hay dos perpendiculares 141 y M2 tiene

qu4 ser falso, lo que demuestra la segunda parte del teorema.

La candid& "en un plano dado" es unl parte importante del

enunciado de este.teorema. Si esta condici6n se omitiera, la,

primera parte (la de existencid) del tear-elm todavfa Serfa cietta,

pero la segunda parte (10 de unicidad) no lo serfa. Esto se ye
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fAcilmene pensando.em la relación entre los rayos de uha rueda y,

esta condicrft nos darfa un ejemplo de un

mdtrica sin su correspondientekeorema de

raria, un teorema de unicidad.sin su

su eje.. Asf, el omitir

teorema de existencia

unicidad.- La situaci6

correspondiente teorema

este capftulo. 4PodrAs

existencia, ya ha sido Considerada en

indicarla?

Definici6n. .La mediatriz de un segmento,.en un plano, esla

recta en el piano que es perpendicular al segmento y contiene su

punts) .medio.

.. Todo segmehto tiene exactamente un punto medio, y por el punto

medio hay exactamente una recta perpendicular en Lin, pI no dado. Asf,..

Para las mediatrices en un plano dado, tenemos ambas cos s,: exis-

tencia x unicidad.

El.siguiente teorema ofrece una caracterizaci6n de los puntos

de una mediatrizi

Teorema 6-2. La mediatriz de un segmento, en un plano, es el

conjunto de todos los puntos deI plano que equidistah de los

extremos del'segMento.

be otro modo:' Sea L la mediatriz de segmento AB, en un\
plan() E, y sea C el punto medio de AB. Luego,

-

'(1) Si P. estA en L, entonces PA

(2) Si P estA en E, y PA PB, entonces P estA en L.

Vote que el nuevo planteamiento del teorema nos dice claramente

que la demostraci6n constarA de dos partes.. En la primera parte

demostramos que todo.punto de la mediatriz satisface a la caracte-

rizacidn,. esto es, equtdista de los extremos del segmento. Pero

,e1 teorema dice que la mediatriz es el eonjOnto 4e todos eso's

puntos. Para demostrar esto, pues, debemoS Mostrac tambidn que

todo punto tal, caracterizado por equidiatar.de los extremos del

segmento, estA en la mediatriz. Egt0' Ultimo es la segunda parte

del nuevo planteamiento del teorema.

0.0111*
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Demostracidn de (1): Dada un. punto 2P de L,si P 'est.4

en AB, entonces P = C, y esto 'signific4 'clue PA.= PB, pur 14

definicidn de punto medio Je un segmento. Si p. no 9stA.Oil

recta entonces

\

72A

*

PC = PC por set una identidad, y. CA CB, LPCA por la ,

hipdtesis. Asf, por el postulado L.A.L.,

A PCA "a" A PCB
46

Dor lo tanto, PA - PB, que..era lo que se querfa demostralt

Demostrdción de (2): Se Us que P- est6 en el'plano E y
I

PA PB. Si P" estA en AB, entonces P es el punto medio

C de por tdnto, P est4 en L. Si no estA en IVB, sea

L' a recta PC.

Entonces PC = PC, .CA .= CB y PA = PB; (zPor queZ) Por el

teorema

PCA APCB, /
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L6f4W, LITA LPCB. Y, per definición, L'i AB x por Consi-
,

guiente,:W, es la.mediatriz de AB. Por lo talto, Ror el teorema

W' = L; r P estil en L, lo que se quer/a demo trar.

'

1111'

Demostramos ahora el análogo del teorema 64 para el caso en que.

el. Ountoi:dado no esté eii Ia,recta dada. Qonto 1vdemostriaci6n es
,

'..kucht-ms complicada que la del teorema 6-1, enunciaremos y demostra-

.f.remo.s -Lasopartes de existencia y unicidad
\
como teoremas separados.

.

. . ."
.P6r.'8e?.64. .sencillo, empezamos con la unicidad.

ye(Aema 6-3. Desde un punto externo 'dado, hay a o sumo una

r'ecto perpendicular a una recta dada.
. .

Dei4?..saci6n: ,A1 igual que.la mayor parte de. las demostradionS

'de untdad, ésta es una dempstración indirecta. Supongamos que.0

L
1
y L2 Spn rectas distintas que pasan por P, sfendo cada una de.ellas

pet.pengular a L.

.k

Digamos que L
1
corte a L ,en A y L

2
corte a L en B. Como

las rectas.,son distinta y ambas pasan por P, tenemos que necesa-
%.

riamente A,14. B,(teafem.0-4).

.Sobre ei rayo.opuesto a t6memos AQ = AP (teorema de

zaoi6n de puntos), Entonces. AQ = AP,.AB = AB, mZPAB = mzQAB = 90,

asf AQAB APAB ,Oor el po,§tuado L.A.L.
/

.Se deduee qup Pa
m QBAc,.= m PBA = 90,

S/, por tanto, :13Q.LLt Esto,contradice el teorema.6-v1, el cual nos

1 L)
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dice que hay solamente Lula perpendicular a L en el punto B

clue esté en el plano qUe.eorltienea LyaLl.ji,uego, nuestro

supuesto de que pudiera haber,dop perpendiculares a L pasando por
es falso.

Corolario 6-3:1: A.lo sumo un Angulo de un t'riAnguio Puede ser

:tecto.
,

,Porque si em el AABC, LA y L.B fuerad ambos rectos tendrfamos
dos perpendicUlares desde C a AB.

tlefiniciones.. Un triAngulo rectAngulo es un IriAngulo,uno de

cuyos Angulos'eg rectd. El ljado opuesto al Angulo recto es,la-hipo-

tenusa y+*los lados adyacentes al Angulo recto so4 los Catetos.

Teorema 6-4. Desde un punto externo dadi, hay Or lb medos una

recta perpendLcular i una rectardada.

0 de otro modo: Sea L una recta y P un punt() fuera de L.

Entonces hay una recta perpencilcular a L y que contiene a P.

,

/
Primerp explicatemos c6mo se puede construir la perpendicular,

.

haelendo el dibujo en Lira hoja de papel usando,reglg y transportador.

De'rmetodo de construed& se veri claramehte c6mo se puede demostrar

el teorema mediante los postulados.

, Paso 1. 1Sean Q.,y R dos PutiW cua1esquiera,1e la recta L.

giddmos el Angulo LPQR.
4

di
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Paso 2. Usando el transportadoriconstruyaMos Un Angulo LRQS,

con la mismamedida,del LPQR, pero tOmando S del lado de la recta"

L opuest6 a P.

Paso 3. -Migamos la distancia 9P. Tomemos un punto. T en

tal-que QT =

Ato 4. Ahora dibujemos la recta V. Esta.es la perpendicular

que'buscamos. Para saber-la raz6n de ello, estudia la deniostraci.6n

que sigue. Primero, sin embargo, debergs ensayar esta construcci6n

coy tu regla y transpOrtador, y tratar de vpr ttrmilio por qué obte-,

nemos asf la perpendicular deseada?c

Dispongamos ahora la demostración en la forma de.doble columna.

Cada una de las primeras afirmaciones de la izleierda.corresponde a

uno de los pasos seguidos,..al trabajar con nuestros instrumentOs de

dibujo. 0

AfirmaciOres 4 Razones

1. L contienJ,dos pqntos- Q y

2. Hay pn Angulo"!RQS, congruente

al LRQP, con SyPalacitos
diferentes de L.

3 Hay un punto T. del rayo
)

tal que QT = qp.

4. T y P estAn a lados opuestoS

de L.

. qP corta a L en un punto. U.

6.. AMU ATQU

7. L.QUP ;4 /QUI

8. iQUP es un gngulo recto.

9." PT 11,

PostuTo de la regla

2. Postulado de fa construcCi8n

del Angulol

3. Teorema de localización

de puntos

4: P y S pstAn a lados

apuest6s1de ,L,yS yT

estan al mismo lado.de'L.

5.. Definición e lados pdpstoS.

6.' Afirmaciones 2 y 3 ), el

postulado

7. DefiniciOn de congruencia

entre trighgulos

8. Detinici6n ge Angulo rectb.

Definiyi6n de pefpendicu-1'

laridad I
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Esta demostración se parece algo a la demostraci6n'del teorema

L.L.L. (teOrema 5-6). Como el teorema antepor, tiene varios casos,
4

uno sdlo de los cuales (aquel en el que U y. R están al mismy lado

de Q) está totalmente tratgdo por. la demostraci6n que acabamos de

presentar. Las modificaciones necesarias para los otros dos casos

(U ...QyQest6 entreRy,
/

U) quedan como un ejercicio para el
A

alumno.

,Coniunto de problemas 6-3

1. Si BCDCyECIBD,
demuestra sin utilizar

trilngulos congruentes que

EB ... ED.

%i

. Si AE In en B, como se
*.

ilustra en la figura, y los

egmentos tien n las longitudes

indicadas, ha la x, y, z.

3% Datos: PA PB, M es el punto,

medio de AB, y Q estil en la

recta-PM, como se iluWa en la

figura.

llemuesra que. QA B.

(Haz la demostración en forma de

pArrafo.)1,

9,,

eiele



- 187 6-3
' 4 'Dato's: La recta -m es la mediatriz del ssgmento iTf. P ,-estg

del mismo lack, de '1.m que ,Q. R- ps la interseccion de m y PT.

Demuestra que PT - PR + RQ.'

Copia.la figura. Siguiendo los Ogos sefialados en el iexto,

construye&perpendlculcires desde AbByXala recta L.
°X A

. B

6. Copia la'figura. Usando regla y transportador construye

perpendiculares desdeAyFaHB.

7. z1Muestra el teorema .6-4 la existencia de una sola perpendicular

a una recta"desde un punto fugra de ella? Si nos limitamos al

-*8.

piano, zmuestra Al teorema 6-1 la exfStencia de una sola
'

perpendicular a una s;ccta por un punto de ella?

/05edan el trignelo is6sceles ABC con AC BC y las bisectrices

An' 'y 0 de LA y LB. AD y BE se cortan en el punto
.

Demue9itra que( CF es perpendiCular a AB. (No' necesita.s

, tritingulos congruentes en la demostración.)
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*9. Una diagdnal de un.:cUadrilAtero biseca a dos Angulogde1

cuadrirAtero. Demuestra que.biseca a la otra diagonal.

*10. -11. este:figura se da:
R

RC SC,

Q es el punto medio de

LRCA 2SCA

Demuestra que AQ1. RS.

47.

4

Empleo de.conjuntos auxillares en lasdemostraciones

A .

/ProbablementK, habrAs notado que al demostrar algunoS teoemasi

recientes, tales como los teoremas 6-2 y 6-4, empleamos ciertos

pUntos, rayos y segmentos.en la figut-a ademAs de los especificados

en el teorema. Posiblemente te pre9cupen.dos preguntaS":

1. LC6mo podemos justlficar el empleo de tales aonjuntos

..cionales en las demostraciones a base de nuestrot postuladosl- )

,2. LC6mo sabemos cuAles de estos conjuntos, fiti es 'que son.nece-

sarios, deberAn emplearse en la demostración de un teorema?

Es fAcil,contestar.a la primers pregunta. Al tratar.con teoremas.

Jlos pi"eocupan corrlentemente varias relaciones edire ciertos puntos,
,

rectas-,. p,kanos y subconjuntos de 4stes, y como medida prActica, en

. demostraciones de teoremas tdmamos ciertos planOs o rectas y

Oertos.pUntos en ellos. Freguentemente no nos preocupamo,6 de

justificar.este proceder. Por ejemplo, si se nos da una recta,
,

,podemos.inmediatménte.11.anwrla PQ. .Cuando se'nos pida una raozón,

sin-ethbargo, Todemos'referirnos al postulado,de la regla, que dice que

una recta conaene infintos puntos, y, por.lo tanto', los gos,puntos
. '
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P y Q existen. En forma semejante,-dadys dos puntos A y 13,4podemos -/

hablar acerca de itg con complete confialza, ya que representa una

recta cuya existencia y'unicidad garantiza el postulado°1. (V. seeción

67-2.)

La preocupación y- cuidado de,justificar existencia y unicidad

adquierexa4icular significación cuando mpleamos en lit demostra-

ci6n cieetos puntos, rectas, segmentos, y demgs, que no Warecen.en

el teorema que se trata de demostrar. Ciertamente no podemos usar

estos conjuntos en nuestras demostraciones si no existen en las

condiciones de.nuestra geometrfa, excepto, desde luego, en Una
4

demostraci6n indirejta, en la que el prop6sito es demostrar que no

pueden

En la tabla.Que sigue e unciaremos los postulados y teoremas

ya estudiados.que pueden usarSe en forma apropiada, para intro-

ducir con juritws auxiliares en las demostraciones

Conjuntb .Geométrico

1.. Punto

a. Punto medic;

2. kecta

a: Perpendicular
en un punto de
una recta, en tin
piano,

b. Mediatri, en
un piano

c. Perpendithilar. .

des'de un punto

fuera de la.,

recta

3. Plano

4. Rayo seem se usa en
la medida de Anguloe

a. Bisectriz de un
Angulo ,

5. Segmento

'Existencia

Postulados 3 y 5

.Teorema 2-5

Postuladds 1 y 8

Teorema 6-1

TeOremas 2-5 y
/

TeOrema 6-4

Postulado 7
Teoremas 3-
3-4

Postulado

4

Teorema 5

POstulado
nieWn d

Unicidad

y deft-
tgmento

9

Teoremas 2-4, 3-1, 3-2

TeoreMa 2-5

PoStulados i y

Teorema 6-1

\ .

Teoremas 2-5 x 6-1

Teorema 6-3

Postkilado 7 .

Teoremas 3-3 y 3-4

Postulado 12

' Teorema 5-3

Postulado 1 ytdefinici6

11

de segmento
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.

Puedes ver.en esta Labia que ya sabes bastante acerca de la natura-

leza de nuestros tres t4rminos bAsicos no definidos.

La retpuesta g la segunda pregunta presenta un problema

diferente de la respuesta 4 la primera. Llegar sabef'cugn o

emplgar conjuntos auxiliares en una demostraci6h Ns sobre todo parte

del proceso de aprendizaje para razonar 16gicamente. ,ReqUierermucha
,

prActica. Tralemos un ejemplo para ver c6mo funciona esto.

Ejemplo 1.

Dato: La figura plana con AD = AE y CD = CE.

Demuestra que LE, a LE.

a

Puesto que'todos nuestros postulados y teoremas relativos a la

congruencia han versado sobre triAngulos, parece razonable que

nuestra figura deba contener algunos triángulos. Podemos conseguir

esto fácil6ente trazando AC o ITL

Supongamos cave empleamos DE de modo que nuestra figurdtenga

el'aspecto sigufente: A

Estb nos permite comp1etaf la demostración, ya que rnz ADE = m LAED

y mLCDE mzCED. nos da Inz ADC -rilz AEC por el postulado de

adici6n de árigUlos.

1 91i

a
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SDAhubiéramos trazado el segmento ACen vez de DE,.nuesera

demostraciOn, esta vez en !orma de doble columna, serfa algo como 10

que va a continuaci6n:

A

Demostración:

RazonesAfirmaciones

1. Postulado 1 y definici6n de

segmento

Dibujetrios

2. AC = 2. Identidad

3.. ADi= AE y CD .= ,CE 3. .Dato
4

4. 6ADC 4. Teorema L.L.L..a:AAEC.
3

5. Z.D a zE :" 5. Definicion die trigngulos

congruentes'

Cada una de las,solucionesai emplo 1 e4,-corrects.; Determinar

.cuWse escoge*eda a tu gusto.. Pero debemos sefialat queen.muchos

-problemas en los que hay opcl6n, ;ia decisidn tomada determlnargel

grado de dificultad de.la demostraci6n. -Conviene pensar en e6mo
.

serg-cada solucien "antes de redactar formalmente una. de ellas.

A '

Ungspecto impprta te.del aprendizaje sobre lo que'seliuede ,f ,

enTlear en Una demoStraci6n.se ilustra si eliminamos de.la 11464pais

del ejempil 1 la condici6n de que lh figura eea Unafigura pIana

$i D mo estgen le1411ano de Ai E y C, lpor lo 0Aos:una-de fita

soluciones'ho es vlida tHabril una que sea vglida? Si ia hay

cul esr. 2.

AP



6-4/

Una dltima advertP encia ares. que empieces A emplear.conjuntos

Qadxiliares en tus demostraciones. AL contestar la pregunta I

tuviTos cuidado de decir que cada uno de los,pases debe justifi-

- 192 -

carse; es decir, que,todo punto, recta, piano, y demas, deberg

existen ia fundada en nuestros postulados. Los alumnos cometen
,

or 4e no fijarse en esto. Por ejemplo, puedes pensar

oserar la afirmacidn "Todos los gngUlos son

vcongrUentes" Medianteefsiguiente argumento:
1 VA

Eiemplo 2.

Dado AABC, demuestra que

, ,0Demostp0.6n,:-Tracemos AD 'en el AABC,

bisecando. el,zA y perpendiCular .a BC.

EntoncesoL.BAD = LCAD por la definifión
4

de biseCtriz de un.gnplb, AD = AD por ser
c,

una identidad, y LBDA = L.CDA por lA definici6n de perpendicular,y el

dato 0e,mue todos lo-s Angulos rectos son congruentes. Por lektanto,
,

MO = ACAD por A.L.A.; y asf LB a..I

' No cuesta mucho darse c enta del serio error-de esto que llamamos
r

,dethOstración. El segmento Vi, como bisectriz de.un gngulo 2

,..,perpendiculat a la base,ino exiSte de acuerdo con nuestros poStulados.

Kgs'adn, la figuea muestra que.ef AABC aparenta ser is6sceles- y esto

hace que AD aparezca como se present6 en lA demostraci6n. Si la figura

fu4Se asf;

a
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ciertamente que no pensarfag'en utilizar AD cosito lo hicimos

Esto nosUflevj una vez thAs a decir que la figtira es meramente. una
4

conveniencfa para. ayudarte a pentar durantq tu razbnamiento en

conceptos 16g1cos-y,pa1abris escogidas con graR cuid.sido.

Con unto de problemas 6-*4

1. Datos: A, B, C y D estgn en

un plano, AD,= CD, 111,LA = mz C..

DemUestra que AB = CB.

.LSerd vglida la demostraci6n

si A, B,.C. y D no están en un

mismo piano?7

Datos: XY = AB, AY = XB.

Demuestra que LX0Y a LA0B.

3, Dates: E, A, S. e'Y estgn en

un plano, ZE 6' LA, -4 == SA.

Demuestra. que LY

4. Pr:epara una segunda solitci6n al problema'3 empleando segmentos

auxiliares diferentes de los que usaste en la soluci6n original

.del problema..

5. Si AC a, AB y CD = BD en la

figura plana,,,demuestra que

GACD LABD. Prepare una

demostraci6n correcta para el

caso en que la figura no sea

plena.

4,
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6-5. Interposicidny,separacidn

Los,alumnos con facultades crftisas habrán.descubierto dos

partes del capftulo 5 en las que las demoseraciones dadas no estAn

del todo completas..: Estos defectos aparecercen log teof6MAs 5-3 y

5-6, y son mq parectdos-en ambos., pues consisten en no demostrar

por qué-un cierto puntoxae en el interior de un cierto Angulo. En

elteorema 5-3 tenemos que saber si D- estA en el intefior del

4BAC antes.de poder concluir.que AB biseca a este Angulo. Y en

los pasos 9 y 10 del teorema 5-6 tenemos que saber qUe H dstA

en el interior del LABC y del LAE'C antes de poder aplicar el
,

postuladb de adici6n de Angulos.

En éstas partes no basta con observar que en la figura lo.s r

puntos caen en,los sitio, apropiados. Recuerda primero que yn

dibujo es solatilente una aprokimación a. a verdadera situaci6n

geométrica, y segundo tambi6n es sillo ,una figiira entre infinitas

posibles y el teorema debe ser demostrado,pam todos los casos.

TvgfeguntarAs quigs por qu6 se presenta una deinos°tracidn

incom eta en un texto. La razdn es que l,s demostraciones de las

.propiedades de separaci6n,tales como éstA son con frecuencia largas,

complicadas y carentes de intter6s, y que aftaden poco.o nada a la

idea esenci4 de la demostracidn. Si entiendes-las demostraciones

de estos teoemas segdn fueion presentadas, perd no notaste lo

incompleto de estos pasos en particular, no debes preocuparte por

tu competencia en geometria. Durante muchos siglos log estudiosos

discutieion si pasos como 6stos necesitaban alguna justificacidn.

Sin embargo, los matemáticos estAn de.,acuerdo hoy dfa en que

adn tales paSos "obvios" requiersh pna demostracidn 16gica, y ior
A

.

eso presentamos aquf dos teoremas y algunos problemas p#a klebac,.

las lavnas en. estawldemostraciones y en otras pospee*,1:.

20,ft.1

k
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Tegrema 6-5. Si tt estg sobre la recta L, entre A y C,

entonces M y A- estgn, al mismo lado.de otra recta cualquiera
L' qUe contenga a C.

A

Demostracidn: La deMostracidn será indirecta. Si M y A
estgn a lados opuestos de L' (en. el plano que cohtiene a L y L')
,entonces algdn punto. D dt L' eotg.en el segiento AM.. Por lo

tanto, D estg entre A y M, por i definici6n de urCsegmento.

Pero D estg en ambas L y Por.lo.tanto, D = C. Luego,
C estg entre A. y M. Esto es imposible, porve M :estg entre

y C. (V.,e1 teorepa 2-3.) -tf ° 6
C.; "r

PodemoS ahora demostrar un teorema que complete la demostración
de los teoremas 5-3 y

4

Teorema 6.4. Si V est6 entre A y C, y B es cualquier
punto fuer;a de la recta AC1, entonqes M estg en el interior del LABC

\ 20,1
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Demostracidn: :Por el teorema'ansterior, aabemos que M. y A

estgn al mismo lado de tt. Aplicando de nuevo el teorema anterior

(interc.ambienao A y.,C) sabemos qde M' y $C estgn al mismo lado

.de Porde definici6n del intetior de un.gNylo, estas des
, 4 .

afirmacioaes nos dicen que M eatg en el interioi del [ABC, que

es. lo que se querfa demostrar,

Conjunto de-proklemas 6r,

Note:, ErivsLos ejercici6s na qe deberá tomer informed& aiguna-

de laa figures.

ts

Se.da el ,U4,BC-con F entre A y. C, k entre .A y B, y

'Q en el interiot del AABC. Complete las.siguiented afirMa-
,

ciones, y da rezones para,justificar tus respuestas.

a. F. estg en el interior del

b. X estg en el interfor del L

C. Q estg en el interior del L , sel.L

y el

4

2
4

-
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2. .E1'sig iente argumento defectuoso, "demdstrando" que un Angulo'

obtuso e Congruente,a un Angulo rgeto.,- subraya la importanola
y

de saber a qué lado de una recta cae un pupto.

Supongamos que ABCD es cm rectAngulo,como en.lasfigura,

y que el lado BC se gira hacia afuera de m9do que BC' BC

y el LApc' es obtuso. Hagamos que la mediatriz de AB corte -
a la mediatriz,de DC' en X. Si X estA debajo de AB como

.aparece en la figura, tenemos que LAXD ABXC' por el teorema

L.L.L., y, por tanto, mzDAX mzC'BX. Tambidn, AEAX'a AUX,'

por L.L.14.; y as,f m LEAX mzEBX. Restando, se deduce que
r

A mH/DAE mIzC'BE.

Si X cae por encima-de AB, como eft la figura que sigue,

0,A

A E

encontraMos4 eXactaMente igual que antes, que tnZDAX

111Z EAX m EBX, y hi igualdad desgada,_ m DrAE ma.,' BE, se

obtiene mediante um' suma.

LCuAl es el error del argumepto?

20U



) 1984-'

*3 .Supongamos glie ABC e's qn triAngulo'.

y D un punto entre B y C.

Demuestrd que!si L es Oa recta en

gplano del ABC Clue corta BC en.D,
. .

entonces L corta o bien a AC o a AB.

(Sugerencia: Si L contiene a B,

.entonces L corta a AB. Si ,L no

contiene a B, entonces se,an H Hid 9'
A

los dos semililanos en que L separa al

plano,del AAk, siendo H1 el que con-

tienesa' B. Como A..puede,estar en L; o en H1 o en

tres.casos para consideraciOn.)

*4. Un:teorema cuya verdad parece obvia es a menudo de dificil

g_

H2

hay.

demostraci6p. Un(teorema (16 esa clase es el siguiente, que .

se supone cierto en la demostraci6n del teorema 7-1 del próximo

capitulo.

` Supopgamos que ABC es un trigngulo, D.'un punto entre.

A y .c, y E un punto en TC mgs allg de C. Entonces todg

punto F de a mAs allg de D) estiPén ef interior del LACE.
1-

Lo que debemos demostrar s que. F estA al mismo lado
,

de. 131 sgue A, y que F estg-al mismo.lado de V qUe .E.
,

a. LC6mo'8abemos-que-A y Q están

al misto lado 'de En Oud,

teorema implica que y F estgq.:

a ese mismo lado?

b. Demuestra'que si 11, II sork...los
via

dos semiplanos .en que separa

e

.1 al 'plano de la Ligura.jr _B estA

en H1, enionces ambos E .y F-

perteneCen a.-H gsto demuestra
.2'

que
I

y. F. estgn-al mismo lado.de AC.

2
v

"V
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(
OtTb teorema cuya verdad se acep a frecbentemente sinidemos-

tración-es el siguiente: Si D es un,punto in46rior del

LABC, entonces BD. corta a AC.
.

Sugerinios más adelante una demostraci6n en la que usamos

el "artificio" dConsiderar -el 4AC, en el que E. es un punto

de 10 Inds allá de B. Esto nos permite aplicar ios res'ultados

, del problema 2.- ,Las.paytes a b que siguen se utilizsm

'para demostrar que "lino corta a EC.

a. Supongamos que Hi, H2 son los dog

semiplanos en (pie V divide .41.

plano'del AEAC y que .A estd en 111

iyor qu4 gstard. D ,en H1?

1Qué teoretha implica que todo

punto.de BD que no sea
. ,

en .111?....4Por qu6 está

H2?
A

B está

E en

H 2

imu4 teorema implica que,todo punte de EC que no sea. C

.eStd en 112? eyOr qu4. EC no corta alb?

-b. iyor (194 EC nO cort,a el rayo opuesto g?
c. 4Por qu4 corta'BD .a AC?

d. Iyor qu4'e1 rayo oiSuesto a BD no corta ACV

* . 'El teorema sigUiente puede utilizarse en,vez de las partes

a b , del problerna 5 para'demostrar que A y C efien a

distintos lados de BD:

Teorema: Si el punto D estg.en el interior del LABC,

entdhces A ne estd en-el ,ineerior do.1 aBC ni estd C
I.

en el interior del LABD.

Demuestra este teorema."

A

4
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liay programas,de geometria qu'e-'utilizan otros alltemas de postu

ladoadistintos de los que-hemob adoptado. Un postulado tomado

de un de esos sistemas es el 'siguiente:

Si A, B'Z' C, D, E. sonlApletos tales que- B y .0 do estdr

aline os y B está entre A y E mientras. D estd entre

y' entonces hay un.purlto X tal que X estd entrd

1 I
. .

A y C mientras D. estd entre E _y X.
-.---10.

Este enunciado se puede demostrar usando nuestro sistema de

ostulados.,

c
a. 4Por 'qud.est.fin A, B, C, D, E

en un plano?

b. Demuestra, usando el postulado

de s4kraci6n del piano, que

ED corta a AC en un punto, X

entre A y C.

Podemos demostrar que D est(d

entre E y X probando que E 'y X están a lados

opilestos^de alguna recta. IDe qu4 recta? -

B. Sean' P 'y Q puntos a lados opuestos

del plano E y M. el punto de intersecci6n

de PQ con E. IndicEic-pudles de las

siguientes afirmaciones son ciertas y cuáles

falsas.
AC

a. Si L es una recta en E perpendicular a PQ, entonces

PyQetardnadistinto iado deLen el plano
determinado por P y L.

. b. Si 'I, ,es una recta en E gue pasa por MI entonces

P y 9, estartin a distinto lado de L e'el piano determi-
.nado por P y

c. Si L es una recta en E, entonces iy Q estardn a d stinto

lado de L en el. plano determinado pbr p y

d. P .y Q estardn a distino lado de todo,pland que base por

M y no contenga a PQ.
./

2004



Capitulo 74 .

DE ADES GEOMETRICAS

17-1. Formulaci6n de conjeturas plausibles.

Hasta ahora; en nuestro estudio de la geometria del triAngulo,

hemos venido tratandosolamente con condicIones en las cuales

podemos decir que dqs segmentos scli, de igual longitud, o que doe

Angulos tienen isual medida. Procederemos ahora a estudiar con i-

t
Of

ciones en 1a4 cuales podemos decir que un segmento es más largo

que otro (es eM.r, que.tiene,mayór longitud), o que un Anlulo es

mayor que otro (e o es, que tiene mayor medida).

A 1)e4ar de eso, n empezaremos demostrando teoremas. Nueitro

primer paso srá, en c ibio, hgcer algunas conjeturas plausibles

acerca del tip de afirmaciones que deben ser verdaderas. (No

deberemos llamar TeoreMas a'estos enunciados'hasta que se demuestren).
Is

Un ejemplo: Dade un_triAngulo con dos lados de longitudes

ddsiguales, Lqui pgdemps decir acerca de los Angulbs opUestos a esos

lados?

, Notards que este problemOarece cOnsecuencia natural del

teorema 5-2 qu ce que'si dos lados de un triAngulo tien n la misma

, longitud, eritonCew los Angulas Opuestos a ellos tienen la misma
.........

. .
,

medida. ,,

. .

Puedes examinar .esta'situaci8n dibujando'un triAngulo que tenga

ift

dos tados de longitudes patenteffiente desiguales, camo éste:

0

A
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S.

a

4

-

Aquf.BC es mayor que ABiy m4 A, es mayor que m LC. DespuéS

de
.

dibujar unos pojos. trigngulos mgs, te convencer4s.seguramente
.de que la sigwiente af.irmaciOn debe ser verdadera:

Si dos lados de un trigngulo tien longiitudes de siguales,

entonces los gngulos opueatok a elloa tienen,medidas desiguales,

I. el Angulo, mayor es el opuesto al lado mayor.

Ensayaremos ahora el mismo procedimiento con los problemas

siguientes:
.

Con unto de problemas 7-1
.

He aquf algunos ejerciti pára que los dhsaxes.

1. Considera triAngulos con dos gngulos de medida desigual. Escribe

un.enunciado que.te parezca cierto relativo a los lados opuestos

a esosingulos.

2. Considera varios trigngulos ABC. IC6mo se compara la suma

AB + BC con AC? LY BC + AC con AB? ITAB + AC Con BC? Estas

respuestas sugieren una conclusion general. Si crees que &sta

conclusión es cierta para todos los trigngulos, redictala'como

una proposici6n.

3. Considera un cuadrilátero RSTQ. AUé relación hay entre la suma

RS + ST + TQ y RQ? Escribe una proposici6n.sugerida por la

respuesta.
-i

(4. DibujaVrarios trigngulos en los que.la medida de' un gngulo sea
.

.

cada vez mayor, pero eil los que.los lados adyacentes mantienen

su longitud original. 0116 puedes decir 'e.la'longieud del

tercer lado?

Dibuja.el ADEF y el ANYZ de manera que DE XY, FE x. ZY y

mL.DEF> m4XYZ. Compara D y X.

6. ,Examinando los triAngulos 6.PDQ y &JUN en )ji çjue ALFDQ M LJUN

.P1) >J1.1; y QD N. NU, una persona irr44-xiva p rfa llegár a la
F.

conclusi6n,de que -PQ Dibuja una 'figura que iluttre cdmo

esa conclusiOn no es tg justificada.
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7. A es un punto en.el plano E,

AB es un rOyo que no estg en

E, y AC es un rayo en E. Consi-

derändo posiciones diferentes de

AC, deScribe tan precisamente

como.puedas la posición de AC

que haga el LBAC tan pequefto como sea.posible; tan grande como

- sea posible. No se espera que ofrezcas'una demostración, pero
0.

se te 0.E1e que des la respuesta abase de tu conocimiento del

espacio.
.

8. Mediante dibOjos decidessi será o no.posible trisecar un gngulo

utilizando e4.iguiente procedimiento:v
Sea el AABC un trigngulo isOsceles

..don lados congruentes AB y AC.

Trialca el lado BC en los puntos

D, E de manera que BD ....DE - EC,

LSerá LBAD LDAE :c.tEAC?

7-2. El Algebra de las desigualdades

Antes de considerar desigualdadeslieométricas, repasaremos

algunos dts ecerca de las desigualdades entre ndmgros reales.

NotakAs pri ero que a<b b>a son meramente dos maneras dife-
.

rentes d5 escribir.lo misluo; usaremos la que nos parezca mas conve-
,. .

niente, por ejemplo, 3. <5 6 5 >- 3.

Definiciones. Un ndmero real es posittvc si es mayor que Ciro;
-

es negativo si es,menor que cerg.
- . '4

Volvemos-a enunciar shore los postulados de ordenación., dando

-ejemplos de su uso.
.

0-1. (Unicldad de la ordenaci6n ) Para todo x todo y, una

y s6lo una de las siguientes relaciones serA correcta: y, x x

.

A
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0-2. (transitividad la ordenaciZ5n ), Si x y y tambidn
-y z, entonces x <z.

Elemplo 1. 3 < y 5 ;9, por'4o. lanto, 3 < 9 .

Elemplo' 2. . Si. sabemos que a <3 b >3,, podemos concluir

que. a <b. Demostraci6n: Si a.< 3 y 3 < b,

en4nces a < b.

Ejemglo 3. Todo ndmero positivo es mayor que cualquier

ndmero negativo.

Datos: p es positiva, p es negativo.

Demostrar: n.

Demd§traci6n: ,

I

1. p es. positivo. 1. Dato

2. .1; > 0 2. DefiniciOn de positivo

3.. 0 < p 3 ,RelaciOn entre <

4. n <0 .1.j4fip.ici6n de negdtivo

5. n < p POstulado 0-2

6. p n 6. Re1aVi6n entre < y

0-3 . (AdiclOn desigualdades ) Si x < y, entonces pars toda

z, x+ z <y + z.

Ejemplo 4. Como 3 <5, se deduce que 3 + '2 <5 + 2 6 5 <?;

que 3 + <-3) .<5 + (-3), ,6 0 <2; que
rt,

3 (-8) <5 + (-8), 6 <-3.

Elemplo 5. Si a <b, entonces ib < a.

Demostración: ,a + (-a-b) < b + a-b), 6 -b < -a.

Ejemplo 6. Si a b c b es positivo, entortces a < c.

Demostracitc5n:

1. b es positivo.

2. b

3. 0 <b

4. a'<a + b

5.. a < c

1. 1Por qué?

2. tPoi qué?

3. IPor qué?

4. zPor qué?

5. 4Por qué?
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'
,lemplo 7. Si a + b <c, eatonces

Ejemplo 8.

074.. (Mu1kt4i.

entonces xz <yz.
Ejsinplo

a +

Ejemplo 10.

a <c w- b. Dejamos
la dernostración al alumno.
Si a < b, entonces pare toda...c, c - a> c - b..
Dejamos la demostración. al alumno.

caci6n por desigualdades ) Si x'<y, z

De la desigualdad 3< 6 podemos deducir que
1 L3000 <6000; también, .que 3 6, 6

1 < 1

6 3

x < y, z < 0, entonces xz> yz . Dejamos
demostraci6n-a1 alumno.

0-5.. (Suma de desigualdades ) Si a< b, x<y,4entonces
b + y
Esto no es un postulado, sino un teorema; su demostración

.aparece en la sección 2-2. Sin embargo,c es conveniente enunciarlo
aqui,- pare future referencia, junto' con laspostulados.,

9-

7-3. Teoremas fundamentales de la desigualdad

En la figura siguiente,, el Angulo zCD se dice
externo del L ABC. Con mayor precisi6n:

ser un Angulo

ol

Definicidn: Si C estAntrp A y D, entonces el LBCD es,un
Angulo externo del pABC.

0

Todo triAngulo tiene seis Angulos externos, segdn se indica por
las dobles flechas en la siguienteligura:
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stos seis Angulos forman tres pares de Angulo* congruentesi Torqué

forman tres pares de Angulos gpuestos por el vértice.

Definición: Los gngulos zA y LB del triiingulo se llaman los
gngulos internos no contiguos de los.gngulos externos LBCD y LACE.

0

Anglogamente, LA y LC del AABC son los Angulos.internos np

contiguos de los Angulos externos LABF y LCBG.

Teorema 7-1. °(E1 teorema del gngulo axtarnO ) Un gngul externo"
de un trittlgulo es'mayor que tualquiera de los Angulos ilierno no

contiguos,
0

0.de otro modo: Observa Trimero queA.o.s dop'Angulos externos-
en el vértice C, figura.de arriba; tienen Medidas iguales (son

,Angalos opuesfos por eivgrtice), y"por eso, no importa cuál de

ellos cbmpaiiamos tort Z.A\y/B.. Resulta mgs fAcil comparar- mz. BCD,

con mZB triZ. ACE con m LA. Como'las demostraciones en ambos

casos sguen exactamenta el mismo Tatrgn, necesitaremos demostrar

solamente uno de ellos.

Sea AABC un trigngulo cualquiera. Si'C estg rtre A y D;
n Y

.entonces wLBCD>mL B.

21.0
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Demos trap fon :

Afirmacions

A

RazoneS

1. Sea E el puntq medio de BC. .1. Por'el teorema 2-5, existe
tal puftto medio.

2. Sea. F un punto.del rayo '2. Por el teorem 2-4, existe.
4

e opuesto a EA, tal qUe tal punto.

EF EA:

. BEA

4. IBEA ;%.: A CEF

- 5 . pLB = LECF

6 . m LBO) m ECF + IULFCD

7 . m z. BCD m B + rnLFCD

3: Los gngulos opuestos por el

vértice son congruentes.

4. Por las affrmaciOnes 1,

y el postulado L.A.L.

5. X'artes corresponOientes de

trigngulos congruentes

6 . Postulado 13 (El postulado

de la adicidn \de gngulos)

7. Por afirmaciones 5 y 6

8. mz. BCD ..inZ B S.- Par Algebra del paso 7
. 1

(Como mLFCD es uft ndmero

positivo, se-aplica el eiemplo

6 de la se'ccion 7-2.)
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Cohlunto de problemas 7-3a
'

1. a, 1.cug1es son los- Angulos internos

2.

no contiguos del gngulo externo
0LABE de la 'figura? ,

b: 1,De -qué ngulci externo son LABC y
/BAC los internos no ,bontiguo-ST--

a . En la figura,' lque, Angulos son
kingulos externos del tri,ingulo?

b. lCuál es la relación entre
z DBC y m A? iPor qué?

c. LCual es la relación entre
m z DB.0 y, m z C? LPor que?

d. -1,Cug1 es la relaci6n entre
m z DK' y m z CBA? 1P9r- qué?

3. Completit los siguientes enunciados, ut:ilizando. la sfigura:,,
a. Si x 40, y z. 30, entonces mz BCE >. e

b. Si x 72, y 73, entonces bi LBCE
c. Si cy 54,,z 7 68, entonces m LBCE
d . Si m LBCE x, 112, entonces x
e. -Si mz BCE 150, entonees z
f. Si x 25, z 90,. entonces mz BCE
g. Si x 90, y 90, ,entonces m z BCE

4. La 'figura. de la derecha ilustra esta
afirmaci6q: Un gngulo externo de un
c.uadrilgtero es mayor que cada- uric)
de los Angulos internos no contiguos.
1,Es cierta la afirmaci6n? ixplfcalo.44;

)

be,

JO'
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*5. Temuestra el siguiente teorema: La suma

ae las medidas de dos Anguloivcuales-
.

laiera de un triAni00 es menor de,180.

0#toi El AABC cOn'módidas de.Angulos

como en la. figura.

Demostrar: b <180

b + c 480

a + c <180

Demuestia el siguiente teorema: Los Angulos. en la base de un

triAngulo is6sceles,.son agudos. (Sugerencia: Fundamenta tu

demostraci6n en'el enunpiado del problema 'anterior.)

.E1 teorema quizAs AO muy interesante por sr mismo.,

jr:de extrema 4ilidad Para demostrar otros teoremas, (Un teorema

ae es0.tipo,recibe a vetes el nombre de lema.) Por ejemplo,' el

siguiente es un,corolario

,Corolarid 7-1-1. Si,un triAngulo tiene' Angulo recto, entonces

Jos otras'.dos Angulps 'son agUdos.

,I3

o

S.

A

Demostraci6n: Si mzA 90, entonces mz BCD >90,, y, por lo

tanto, mLBCA <40. 'De maneFa,anAloga, podemos aemostrar que'/.

m,iABC <90. I

. Usaremos ahora. el teorema 7-1 phra dOostrar dos teofemes mils ,

I.

. sobre congruencia.
.

-,. , ;/,

. 'Teorema 7-2. .(El. teorerda L.A.A.) Sea G una correspondencia.........

entre dostriAngulos- ,Si dos Angulos y el lado opuesto a uno de

ellos en un'triAngulo son,congrupntes con las partes correspondienteg

del segunda triAnguld,'entonces /a correspondencia G es una
,

con§ruentia'.

4
1-7

4
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0 .4g otro modo: Sea ABC'4.---)DEF uma correspOodenciaentre,

dos trigngulos. Si
4,

0
Z. A 21 z

AC-N,DFI'

entonces AABC 8DEF.

Demostración.:

2

-

13

Afirmaciones Razones

1.

2.

Sobre AB tomemOs X de

manera que AX = DE..

AAXC = ADEF

1.

.2.

Tecii4MaAe 1oca1izaci6n de
puntos

Poitulado L.A.L.

3. mLAXC LDLDEF 3. Definicidn de congruencia

4. m z AXC m z ABC 4. Por el paso 3 y la hip6tepis

dada

pupongamos ahora que X no es el

5. -0 bien X estg entre

A ir B, 0 B estg entre

A y, X .

mismo.punto que B.

5. Por el pasA y la d

,.(.,ci6n de rayo

41,
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./
6. Ed ambos CADOS Un9 de los

AnguloszAXC y LABC es un. e

Angulo externo del PBX

el otro es uno intergo no

sontiguo.

7 . m AXC m,L A,B6

8. X = B

9 . AABC ADEF

7:3

inici6n de Angulo

exeerno y Angufo-interno

no contiguo

7. .Por el paso 6 y el

. teorema

8. El Aso 7 contradice el

paso 4.
. .

9. Por los pasos 2 y 8

Aunqile ya stinalmmos, al estudiar el p stUlado L.A.L., que no es

posible en general demostrar un teorema't. ., hay un caso especial,
*

a saber, el caso en que.el Angulo es un Angulo re.cto, que se deduce

del teorema,7-2. ,

Teorema 7-3. (El teorema de la hipotenusa y el cateto ) 'Sea d

una correspondencia eptre dos triAngulos reckAngulos. Si la hipote-
,

nusa y un gateto de un triAngulo son congruentes4con las partes

correspondientes del se.gundo:triAngulo, qntoncesja corespondencia

-G es una congruencia.

0 de otro modo: En los triAngulos AABq y ADEF, sea LA = mz D = 90

Sea ABC 4.--40DEF.una ,Correspondencia tal que

BC EF y AB = DE.

.P

Entonces AABC ADEF.
,

,

d

-
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Demostración: Sobre el rtsjo opuesto a DF, tomemos Q de manera
que DQ - AC. antonces-ADEQ AABC, por el postulado L.A.L., y asi,
EQ - BC. El'A,EQF es, pues; Un tritingil1o.is6EtceleS, y, por Canto,

.LE141) LEFO:). En los tri4ngulos CDEQ y ADEF tenethos, pues,.
EQ a TF,LEQD a LEFD y tEDQ a'zEDF.

Luego, pdr el teorem ADEF ADEQ.. Como ya se estableci6
que ADEQ*2a AA13C, Todemos concluir que ADiF .a A ABC. Esto es lo
que dese.tibarnos.. le

Conjunto_ de problems 7-3b
. Si, eri esta figura, AQ BQ y

'LH LF, demufistra que FB HA.

.,---2. Datos: AK IKF, HQIQB,

Alt im HF , AK .-- He.
Demuestra que KF .. QB.

3. Si en la figura de la derecha
FH, demuestra que FB AB.

Si dos alturas de un triángulo son, congruentea, el triringulo
es is6sceles.

I.

A `,



5. En, la' figura de la derecha,

z.c z a ,

AQ AF.

\Demuestra que

6. En la figura de la derecha,

si La z c, AB jAil y FB

demuestra- que AR FH,

7-3

Teprema 7-4. Si dos lados de un trigngulo no son congruentes;

entonces los gngulos dpuestos a estos. lados no son congruentes, y

el gngtilo mayor es el opuesto al lado mayor. '

0 de otro modo: Sea AABC un trigngulo cualquiera. Si An> AC,I.entonces m z C mZ B .4
411

Demosbraci6n; ,Sea D un punto de AC, tal que AD mi AB.

Por ei teorema de,la localized& de puntosj hay un tal punto.)

Como los gngulos'en la bese.deun trigngulo i46sceles son congruentes,

tenemos

(1) m LABD mz D.

Pero. AD >AC, ya.qUe1160 1. AB y AB >AC, r, por lo tanto, C estd entre

A y D, por el teorema 2-1. Por el `teorema 6-6, C estg en el interior

del AABD, y tor,

2



(2) .m LABD m L ABC + m L CBD

por el postulado de la adición de Angulos. Como -m z CBE, >0, se

deduce que

(3) m LOD > m z ABC .

Por lo tanto,

(4) .mf mz ABC, Beg& (1) y (3).
Toda vez que z ACB es u? Angulo extern() ,del z?,, BCD, tenemos.. que

(5) m.L ACB> In z D.

(Por (4) y (5),

mL'ACB> rnL ABC,

es to es,

m L C LB,

lo que se queria demostrar.

Teorema 7-5. Si dog Angulos de un triAngulo no son congruentes,

entonces los lAdos opuestos a ellos no ôn congruentes, y el lado

mayor es el opuesto al Angulo Mayor,

0 de otro modo: En cUalquier triAngulo 6ABC, si C LB,

entonc es AB > AC.

.Demostración: Queremos demostrar que AB >AC. Como AB y AC son

ndmeros, hay solamente tre posibilidades: (1) AB AC,

(2) AB < AC, (3) AB AC: El migtodo a seguirse es mostrar qUe

las dos Primeras de pstas"posibilidades son ekeeLivamente imposiblef

La posibilidad restante es la (3), y esto significarA que el teorema

es cierto.
hr

(1) Si AB AC, entonces por el teorema 5-2, sabemos que

L B a(LQ; y esto es falsO. Por lo tanto, es imposible que AB-4:i. AC.

2 srt)
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(2) St AB <AO, enpfices por el teorema 7-41 sabemos:que

onz. C <m /Ai; y esto es. falso. Por lo tanto.es imposible que

AB<A.
La dnlca posibilidad restan.te es AB >. AC; lo que se qUeria

demostrar. .

La Uemostraci6n,del beorema 7-5, tal como la hemos desari.ollado,

7-3

es aeramente uns, manera conveniente de presentar.una demostraci6n

indirect+. Se pudo hitber redactado miscformalmente aSi:

"Supongamos que el teorema,7-5 es.falso. Entbnces, o bien

AB AC o AB< AC. Es imposible owe At AC, porque . . Y es

imposible que AB <AC, porque . . . Por 16 tanto, el teorema 7-5
A
no.es fjalso".

Sin embargo, .1a demostraci6n es quizAs de más acil lecture en

la forma que ofrecimos primero. Emplearemos el miSmo tipo de presen-

ted& otras veces. Esto es, haremos una'lista de las posibilidades,,

en una Situaci& dada, y mostraremos luego que todas menos una de

estas-"posibilidades" son efectivathente imposibles; la conclusi6n ,

l4gfca serA, pues, que esa pysibilidad restante. tiene qup representar

lo que en realidad ocurre.

Como dice Sherlock Holmes en The Adventure of the Blanched

Soldier, "ese proceso.se base en,el supuesto de que cuando hayas

eliminado Ws:10 lo que no es posible, entonces lo restante, por

improbable que parezca, debe ser la verdad".

Los.teoremas 7-4 y 7-5 estAn relacionados de una mangra particular;

son teoremas recfprocos, uno del otroy Para obtener xllio del otro,

intercambiamosfla hip6tesis y la conclusi6n. Podemos ilustrar estS

telaci6n escribiêndo de nuevo los teoremas, asf: \*/

:feorema 7-4. iSea AABC un tridngulo cualquiera. Si AB xAC,

'\ entonces m L.C>m LB.

Teorema 7-:?. Sea AABC un triAngulo cualquiera. Si mLC >.rn LB,

entonces AB )-AC.

Hemos visto muchos pares de teoremas,que tienen esa relaci6n .

Por ejemplo, demostramos que si un.triAngulo es ls6sceles, los Angulos

e,r
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en' su base son congruentes.,. y luego demostramos qie si,1os'Angulos

en la base de,uh, trigngulo son congruentes, el trigngulo es entoncps

is6sceles. Cada uno de estos"teoremas es el recfProco del otro.
.

TaMbiAn vimos que todo trigngulo equilAter0 es equiAngulo, y después

demostramos el recfproco, el cual dice que todo'trigngulo equigngulo

es-equilgtero. .

Es muy importante ener n mente que er reCfproco de un teorema

.cierto no es necesaria ente cierto. Por djemplo, el teprema " lod

: Angulos opuestog por,e1 rti e son congruentes" es siempre cierto,

pero el recfproco, "los Angulos congruentes son opuestoS por el

vértice" ciertementd no es verdadero en todos los casos. Si dos

triángulos son dongruentes,-entonces tendrdn la misma area, pero si

dos trigngulos tienen la misma Area, no por.eilo/pOdemos afirmar que

sean congruent,es. 'Si 'x -y, entoncds se deduce que x
2
.'y

2
, pero ai

x2 .s y
2
, no podemds afirmar que x y. ,(La otra posibilidad es .que

x No hay duda que todo ffsico es un cientffico, pero noses

cierto que,todo cientffico sea un ffsico.

,Si un teorema y su recfproco son ambos ciertos, se pueden

ombinar eonvenieritement n solo enunbiado usando la frase "si

y solamente si". Asi, 1 decir:

'.Dos Angulos de un,triAngulo son congruentes si, 37 solamente si,

*los lados opuestos:son congruentes)

estamos incluyendo en una afirmaci6p los dos teoremas sObre triAngulo

is6sceles. ,La primera mktad 'de Ia-doble afirmaci6n:

Dos Angulos de un'triAngplo son congruentes si los lados opuesto

son congruentes;

es el teorema 5-2; y la segunda mitad:

DoS gngulos de un triAngulo son Congruentes solamente si los

lados opuestos son, congruentes;

es otrd forma de enunciar el teorema 5-5.
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Copjunto de problemas 7-3c

1. En el AGHK, GH 5, HK 14, KG 11. Nombre el Angulo mayor.
Akbmbra' el menor. .

2. En el AABC, mzit 36, m z B 74

L4do más largo?; lecu41 es el m4s

3.;' Dada la figura de la derecha con

11A HBK 140, y tilLAHB .100,
Ilena los siguientes blandos:

a. mz. A

y mLC IN 70. leCutil es e1

corto?

b. mz. RHB

c. es el lado más largo del
A ABH.

t

4. Indica la conclusión a que se puede llegar acerda de la

lOngitud de ML en, el AKLM en pada uno,de los aiguientes

supuestOs:

a. m K >. m M

b. mLK<mLL
c. mLM>mLlK>mLL
d. mzr4 >mz L
e. inLK>mLM y

mLK>mLL
f . alL K LL

Msmz L

5 . Si la figura estuvieseOlibujada

correctamente, yqu6 segmento serfa

el más largo?

6
6. Nombra los lados de la figpra en

orden ascendente 'de longitude,
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7.- gi, en la figura, AF 'es el lado

más corto y CB.es el'lado más

largo, demues tra que m L F > -LB .

(Sugerencia: Usa la diagonal FB,)

.

*8. r'prolongamosla base de un trigngillaisósceles, unse§Mento

que una el vértice del trigngulo con cualquier punto en esa

'`.

proleingaci6n es mayor que uno de los lados congruentes del

'triángulo.
A

Escribe el recfproco de cada'enunciadoque sigue. ,Trata de

decidir si cada uno de ellos, Ttambién cadla recfprocol es
c ,

cierto o falso.

a. Si un equipo tiene algdn espfritu de luchai podrg ganar

algunos juegos.

b.. Si dos Angulos son rectos, sergn congrUentes.

c. Dos Angulos congkuentes cdalesquiera son suplementarios.

d.. El interior de un Angulo. es la intersecbión de dos

semiplanos.-

e, Si Juan tiene escarlatina, est4 enfermo de.cuidado.

f. Si un hombre vive en Cleveland, Ohio, vive en Ohio.

g. Si los tres Angulos de un triAngulo son co Il ruenteb conk
los Angulos correspondientes de otro trigngu o, los

trigngulos.son congruentes.
r,

h. Si dos gngulos son complemehtarios, la suma de sus medidas
A
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10. Cuando se le pidi6 que diera la retfproca. de la proposicidn,
"Si aguanto entre mis dedos un f6sforo encendido por mucho
tiempo, me quemar6", Juan cpnteat6: "Me quemaré si aguanto
.entre mis dpdos un f6sforo encendido pot. mucho tiempo". LDio
en realidad la proposicidn recfproca? Explicalo.

11. a. , LSeril siempre cierto el redfproco de un enunciado eierto? '
Qu partes del problema 9 justificaft tu respuesta?

zPodril ser cierto el recfproco de un enunciado falso?
Nue partes del ptoblema 9 justifican tu respuesta?

Teorema 7-6, 'El segmento Tás corto que va desde un.punto a una
recta es el segmenta perpendicular a la reeta.

. .

0 de otro modo: Sea Q el pie de la perpenlicular desde dl
puntg P a la recta L, y sea R cualquier otro punto de L. Entonces
pg < PR .

Demostración: Sea S un punto iè L, tal que Q est6 entre S yR.
Entonces ZPQS es un tingulo externo del APQR. Por lo tanto,

mLPQS-mLPRQ. Pero m z PQS.:;..mL P4R 90, y asf, m PQR> raz PRQ.

Del teorema 7-5 Se deduce que PQ,< PR. Esto es lo que se querfa
demostrar.

Definici6n. La distancia entre una reeta un punto fuera de

ella, es la longitud del segmento perpendicular a la recta desde el
punto dado. La distancia entre una'recta,y un punto ei ella, se
define como igual a cero.

Teorema 7-7. (La desigualdacf del tridngulo ) La suma de lag

longitudes de 'dos lados cualesquiera de un triAngulo es mayor que
la longitud del tercer lado.

-
tcor yki
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0% otro modo: En cualquier ABC, tenemos AB + BC > AC..

A*
Demostración: Sea D un punto del rayo opuesto a BC'tal que

w DB AB. Como B. estd entre C y D,

DC DB BC.-

Entonces (1) DC AB + BC..

Tambidn (2) ib LIMB < m z. DAC ,

1

porque B estd en el interior del GDAC.

Como el ADAB es.isósceles, con AB... DB, sabemos, pues, que

(3) m ADB m zDAB,

Por °(2) y ('3) tenemos

m ZADB -c fri

Aplicanao teorema 7-5. al AADC, vemos qi

( 4 ) DC >AC.

Por (1) y (4) se dedUce, pues, que

. AB + BC >AC,

lo qu6 querfamos demostrar..

Con unto de problemas 7-3d

1 . Aquf All < y AH

, BT BT < . Enuncia el

teorema correspondiente.

a

41.

8
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Si las medidas de.los gngulos son

las de (la figura, coloca HA; HF y Ht

en el orden que 'van en la desigualdad:

Cita lo's teoremas en que basas tu
-

conclusi6n.

pfi

7-3

3.. Supopte que quieres dibujar un triAngulo que tenga un lado

con longitud igual a 5 y un segundo lack) con longitud 8: .E1

tercer lado deberg tener lqpgitud mayor que , y menor

que,

4. Suponte que quieres:dibujar un.trigngulo con un lado de-

longitud j.1:un segundo.lado de-longitud k. 8e sabe que

j ck. Indica, con la mgxima eficiencia que te sea posible

. hacerlo, qu6 restricciones habrg en relación con la longitud,

x, del tercer.lado.

5. Demuestra que la suma de las longitudes

de* las dihgonales de este cuadrilgtero

es menor qie la suma de las longitudes

de sus lados.

Dato:' El cuadrilgteo'ACD. /

Demostrar: DB + CA <AB NBC + CD + DA.

.1 \
\ ,

.A

. \
*6. Sean A, B,. C, puntos,.no necesariamente distintog. DeNestra

que AB +, BC 2...-AC y que AB +'BC ri. :/k si, y'solamente si, B estg
,

,

. en.el.segmento AC.
I.
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*7.: qmuestrd que el. camino poligonal, más corto de urf punto a otro

es el segmento que los une. -at

4.0

0 o

V I

Datos: n puntos A
l'

A
2'

Demostrar: A1A2+ A.2A3+,. . + 4 A
1
A
n

*8. Se dan dos segmentos AC y BD que se cortan en P.

Demuestra que'si, X es cualquier punto distinto de P, en el

o de ABCD, entonceti 'XA + XB + XCI+ XD > PA + PB PC PD .

,.

Oen( cierto ese resultado.si.X no está en el piano ,de ABCD?

*9. Dada una recta %,y.dos puntos P, Q al mismo lado de m. Halle
.

el punto R de m para el cual la distancia PR + RQ sea la nuls

pequefia,posible.

0

P.
Demostraremos ahOra un teorema algo parecido al teoredia 7-5,

excepto que trate de dos trigngulos en vez de uno.

Teorema 7-8.- Si dos lados de un txidngulo son congruentes

r)spectivamente con dos lados de*un segundo trifingulo, y el dngulo

c
)

mprendido en el primer triAngulo es mayor que el Angulo mprendido
\

2 3 4.
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en-el ségundo, entonces el lado opuestq del;primer triángulo'es

'maYor que el lado opLestO del segundo

0,de otro.modo: Sean AABC 5,JOEF dos triAngulos.,Rualesquiera.

Si AB = .DE, AC DF .y m z A >- m z D,, entonces BC >1EF..

Demostración: Prfther paso. Construimqs el AAKC, con K en el

interior del.LBAC, Ae,manera que .4AKC asf:

"

,

Para ello, utilizamos el postulado de la Construcción delIngulo,

con el fin de conseguir un rayo a con Q al mismo lado delit que B,'
-.

tal que LQAC.ZZ D. -Soltird)AQ tomamos un punto K.tal que AK = DE.

0111ht postulado L.A.L., tengmos ahora que AAKC a ADEF. ,Es.tO es,
.--

10 deseadq. . ..

0 . . -

Segundo paso. Ahora' bisecamos e

la bisectriz corta a BC., asf:
1/4 <

Sea M el.punto donde

r .1
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Las marcas'en'la figura indican.Que AK AB, y esto.es cierto,

4porque DE y DE - AB.

0 Ya casi hemos terminedo. Por el 13ostulado L.A.L., tenemos.que
AABM AAKM. For tanto, MB MK. porel teorema 7-7, sabemos
que A

fi

CK <CM + MK.

Luego,

CK4: CM + MB,

porque MB MK. 'Como CK EF y CM + MB BC, obtenemos EF< BC.

Esto es lo que deseAbamos.

El reciproco de este. teorema tambien es cierto.

Teorema 7-9. Si dos lados de un triAngulo son congruented.
4

4

respectivamente eon dos ladas, de un segundo triAngulo, y el tercer

ladö del primer triAngulo,es MAs largo que el tercer lado del

segundo, entonces el Angulo cOmprendido en el primer trifingulo s
*4

mayor que el Angulo compreqido en el segundo.

La demost aci6n es 9nAloga a la del,teorema 7-5, haciendo uso ,

del teorema 7- y del teoremS L.L.L. para eliminar los dos casos-

indeseable.s. El alumno deberA completar los detalles.

#

Con unto de problema6 7-3e

1. Redacts la c6mbinacidn de los'teoremas 7-8 y 7-9 en la forma

si y solamente si".

En la figura de fa derecha,

AC au, BC y BD < AD .

Demuestra que m x mz y.

3! 8n el triAngulo is6sce1es RAF,

RA RF y B es un Punta sobre AF

tal,que m ZARB< mz BRF.

Demuestra que AW<BF.

44

4.
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4. ,Dado el AAP' con la mediana RB

y mLAlB w 80.

Demuestra que Ariz A> mz, F.

4
5.. En el pABC, BC> AC y Q es el punto medio

obtuso o agudo? Explfcalo.

6. En la figura de la der7chh,

FH AQ y AH >EQ. 4
Demuestra que AB> FB.

7-3

de AB. 2,SerA z CQA

7. Un cuadrilátero no equilAtero tFene dos pares de lados adyacentes
congruentes, .Demuestra que la medida del Angulo comprendido
entre los lados menores es mayor que la Medida del Angulo entre
'los lados mayores.

8. Demuestra el siguiente teorema:

Si uha mediana de un triAngulo

no es perpendicular al lado

correspondiente, entonges las

longitudes de los otros dos -

ados del triArigulo soh desiguales.

9. Datos: AB >AC y FC .../DB en

la figura. Demuestra que

FB> CD.
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7-4, Alturas

-426 ,L

t.

Definición.- Una altura de Lin tridngulo es el segmento
4

perpendicular que une un Artice del tridngulO a la recta que con-

tiene el lado opuesto.

t
(

4*
En la figura, llamamos a BD la.altura desdeBaA,osencilla-

2mente la altura desde B. Note que decimos la altu7 desde B en

..
.

vez de' una altura desde rque el teorema 6-3 nos dice que sólo

>

r

hay una.)

Notar1s.que elpie de la- perpendicular no cae necesariamente

en el lado ;IT del tridngulo:- la figural...puede ser como dsta:
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4

7*4
4

Notards tambiAn que todo triAngulo tiene tres alturas, una desde

cada uno de los tres vdrtices, asf:

A

K\ t/

/ \ 7 I
I \

/ /E
i

F/
/

/
s.

\v \/ \\/ \
/ \

/
.

\/

Aquf, AF es la altura desde A, NI la altura desde B, y CE la altura

desde C.

Acostumbramoi usar la misma palabra "altura" para indtcar otros

dos conceptos diferentes, aung4e relacionados..

(1) El ndthero que es il longitud del segmento perpendicular

se llama altura; asf, podemos,decir: "La altura desde B

queriendo decir BD .,. 6.

.(2) La recta que contiene el segmrn.to perpendicular tambidn se

llama altura; una propiedad de la figura anterior se puede expresar

-diciendo que las tres alturas del triAngulo se encuentran en un punto.

(Esta propiedad es cierta para todos los tritingulos y se demostrarA
1

en 61 capftulo 14.)

Este triple uso
)

de la misma palabra pudiera causar con4fusi6n,

pero generalmente no la causa, ya que cali siempre es fAcil decir
10?o

en cualquier caso particular cuál de los signifiZados eat4

empleando.

Conjuntio de problemas 7-4

1.. Define: a. Altura de un triAngulo

b. Medlana de Uri tritingulo

2. Dibu(ja un trangulo obtusAngulo (un triAngulo que tiene un

Angul'o obtuso) y sus tres alturas.
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43. En un triAngulo equilAtero dibujaMos una mediana y una altura

correspondiente al mismo lado. Compara la longitud-de esto6

dos segmentos.

4. D4muestra que el perfmetro de un triAngulo es mayor que la

suma de las tres alturas.

5. Demuestra el siguiente teorema: .Las alturas de un triAngulo

equilAtero sod congruentes.

Problemas de(repaso

1. Hay tres 'cables de retenida de. igual longitud que se usan para

sostener un arbolito recien plantado en un terreno llano. Si

se atan los tres al Arbol a la misma altura, lquedarAn, fijos

al terreno a distancias iguales del pie del Arbol? gor que?L

2. ASi estg figura estuviese dibujada

con precisión, lque segmento de ella

serfa el más corto? Explica tu

razonamiento.

3. Demuestrd el siguiente teorema:

Si desde un punto en una perpendicular a una recta trazamos

dos segmentos oblicuos (no perpendiculares) a ella, fique1 que

contenga el punto mAs alejado del pie de la perpendicular

será el mayor.

4. EnNeAtaigura plana, AK - HQ,

-AY HB-, KB IAN, QFLAH.

Demuestra que 2Q

LBisecard KQ a BF?

11) !se

5. En el AABC, AC >AB. Demuestra que cua1q4er segmento desde A

. a un punto en BC que este entre B.y C ep mils.corto que AC.

. .Los segmentos dibujados desde unaunto en el interior de. dn

triAngulo a los tres vertices tienen longitudes r, s,t.

42;;;6' I
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.Demuestra que r + s + t es mayor que la mitad del perfmetro
del

k
trifingulo.

7. *En esta figura plans, FH es el lado mfis

oorto y AB ej.gmás largo. Demuestra que

m LF>mz
ID

8., Demuestra el siguiente teorema: La longitud del lado más largo

de un trifingulo es menor que la mitad de su perfmeero.

*9. Dado uri trifingulo isdscelestIABF con

FA FB, AB -<AF, y H sobre AF, de

manera que F esté entre A y H.

DemUestra que'no hay dos lados

del AABH de igual-longitud.

4.

A

*10. Sobre la base de los supuestos que hemos aceptado, rlos
teoremas que hemos.demostritdo en este curso, no podemos has(ta

ahora demostrar que la suma de las hiedidas° de los tres fingulos

de tr trifingulo es 180 (algo que sabes bien desde hace algdn
\ 0tiempo>. Pero, sf podemos ffid,lmente construir un triárlgulo

y demoStrar que la suma de las medidas de Tos 44gulos de este

trifingulo es menos de 181.

'Sea LFCG un Angulo conumedida 1.

(Postulado de la construcción

.del fingulo.) SobreArVy 6C

tomemod" puntos A y B tales que CA CB (Postulado de la locali-
,zación de puntos). gor qué es la sums de las medidas de los

4fingulos de este trifingulo menos.de 181?

*11. La suma de las medidas de los-tres fidgulos de un trifingulo es

menor de 270.

/
ti 6
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*12. En la figura de la derecha,

a es un Angulo recto,

4441L B 2m L.A.

Demuestra que AB 2CB.s

(Spgerencia: Utiliza segmentos

auxiliares.)

*13: Demuestra el teorema: La suma,de las distancias desde un

puntO dentro 1e un triAngulo a los extremos de un lado es menor

que la duma de las longitudes de los otros dos lados.
. I. .4..

*14. Supongamos que AC corta a Bp en un punto B entre A y C.

Aesde A y C,trazamos perpendiculares a BD que la cortan en

P y 9, respectivamente. Demues.tra que P y Q no eatAn al mismo

g:-

, tJ

4

lado de B.

vit

4
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fapitulo 8

/
RECTAS Y PLANOS'PERPENDICULARES EN EL EsPAch

8-1. Definición fundamental

En este capitulo nos ocuparemos concretamente de propiedades
de/figures que no están en un solo plano. Las propiedades funda-
mentales de esas figures aparecenenunciadas en loi postulados4
5b, 6, 7, 8 y 10, .y en los teoremas 372, 3-3 y 3-4: Te conviene
repAserlos ahora.

Definición. Decimos, que una recta y un piano son perpendiculares
si se cordan...5, st, adimas, toda recta en elylano que pase por el:
punto de OtersecciOn es perpendicular a la recta dada.

4

Si la recta L y ;'èl,plano E. son perpendiculares, escribimos
LIE o E

In la figura hemoind,j,ado tres rectas en E que pasan por P.
'Noterás que, en un dibujo en perspective, las rectas perpendiculares
no tienen necesariamente que Verse perpendiculares. Notards tambidn
qua si solamente exigimos que E contenga una recta que pase por P
y sea perpendicular a L,-esto poco significarfa; puedes cOnvencerke'
con facilidad que todo.plano que'pase por P contiene una recte que
pasa por dse punto y es perpendicular a L.

fa.
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Conjunto de prottlemas 8-1

1. La figura a la derecha representa

el plano E.

a. aertenecerAn al piano E

algunos puntos ftlera del

cuadrilAtero que Idibujamos?
b. 4Deberemos suponer 'clue E

contenga a todo pdhto fuera

del cutfdrilAtero?

114

2. a. Dibuja un plano perpendicular a una recta vertioal. (vr. el

apéndice V.) .

b. Dibuja un plano pelpendicular a una recta horizontal.

c. LRepresentarA cada uno de tto dibujos una recta perpendicular

a un plano?

3. a. Repite el dibujo def problema 2b. AhAdele tres rectas en el

plano que pasen por el punto de intersección. Qu relacidn

hay entre cada una" de las tres rectas y la recta original?

4. Vuelve a leer la definición de perpendicularidad entre una recta
41

y un plano) decide si es cierta al aceptar esa definici6n, la

siguiente afirmación:

"St una recta es perpendicular a un plano, entonces es

perpendicular a toda recta que esté en el plano y que pase

punto de ,intersección".

5. Dado que B, R, S y T están en ei

plano E, y que AB1E; indica cuAles

de los siguientes Angulos debertin

ser rectos:

LABR, . ABS , RBT , z TBA, z SBR.
4

. *Si el zPQH es recto,yQyHestAn

en E, tdeberemos inferir de la defi-,

nitión de perpendicularidad de recta

y piano, que .}.E? tPor qu4 o por qud

no?

21,
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En la'figura, el plano E contient los

puntos R, S y P, pero noel punto T.

a. peterminan un plano los puntos

R, S y T?

b. Si SP es perpendicular aljlano

de R, S y T, lqud Angulos de la

figura deben ser rectos?

8. a. Si un punto est4 eqadistante de c:,ros dos puntos, lestarfin

los tres puntos'en un plano? N

b. Si dos puntos estAn cada uno equidistante de otros dos

puntos, Lestarán los cuatto en un plano?

*9. a. Datos:

Los puntos A, B y X estAn alineados,

tal como se indica en la figura;

B equidista de 1i y Q; y A tambidn

equidista de P y Q.

Demuestra qpe X equidista de P y Q.

b. lExige la demostraci6n anterior que

Q estd en el plAno de A, B, X P?

f

10. Lee, más adelante en el libro, el teorema 8-1 y prepara un

modelo del mismo usando aiil1os, alambres o pajitas.

8-2. El teorema fundamental

El teorema fundavntal sobre perpendicularidad en el espacio

dice que si un plano E contiene dos rectas, cada una de ellas

perpendicular a una recta L en un mismo punto de L, entAnces L.L E:

La demostraci6n deesto resulta rads fcil si ptimeto demostrdbos

dos teotemas preliminares (lemas).

Teorema 8-1. Si cada uno de dos puritos de una recta est4

equid4stante de dos puntos dados, entonces todo punto de la'recta

ept4 equidistante de los puntos dados.



De otro modb: Si P y Q son dos puntos y L es una recta tal

que A, B son dos.puntos de L, equidistante.cada uno de ellos de

P y Q, entonces too punto X de L equidista de P y Q. (La figura

anterior sefiala trls posiciones,posibles de X. Des4e luego, X .

puede igualmente caer en A o dn B.)

Demostraci6n: Consideraremos primero el caso en.que X estA

al mismo lado.de A. que B. X puede caer en Xi, a o X2, pero'por

conveniencia lo mostramos en la figura despas db B, en Xl. En

este caso LPAB LPAX y LQAB LOx. 'Trataremos este tcaso en tres

Y.

.1.11141

l)
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-.1. Como AP AQ (dato), BP BQ (dato), y AB AB (identidad),

.AABP AABQ (L.L.L.), Por lo. tanto,PABIIIPLQAB.

2. 4PAX a zQAX. Esto es asf porque 4PAB a zQAB, en virtud de 10

anterior. (Estamos cpnsiderando el caso en que zPAX cLPAB y
zQAX zQAB.)

3. Usando el segundo paso y la'infoimaci6n,de que AP AQ (dato),
y AX AX (iden4idad), obtenemos que APAX AQAX

4,67

Por lo tanto, PX - QX. -
El caso en que X cae sobre el rayo vpuesto a AB se demuestra

de manera parecida.

Coniunto deeroblemas 8-2a

1. Un pedazo le papel AXBQ, representado

d la derecha, he dobla a lo largo de

QX. Imaginemos qle los puntos A y B

estAn ambos al fente de la figura y

QX al fonda. En estas condiCiones,

zestarA un punto K deTg equidistante

de A y B? Enuncia un teorema pare'

apoyar tu respuesta. Si AF 6,

BF -

/Imaginemos.ahora el plano.AXB que

tapa parte dek piano AYB. Se. da que

XA 7_XB y que YB. Los puntos,

T, W y Z son otrps tres puntos de

XY. 4SerA TA - TB?;'ly WA WB?;.

4ZA a ZB? Enuncia un teorema.que

fundamente tu donclusi6n.

4

a'
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Teorema 8,.2. Si cada uno de tres puntps no alineados de un

plano equidista de dos puntas, entonces todo punto del plano

equldista de estoa dos puntos.

Datos: Tres puntos A g y C no

alineados, cada uno de ellos

equidistante de P y Q.

Demostrar: Todo punto del

plano deterininado por A, B)r C

equtdista .de P y Q.

p

Demostraci6n: La demoriltraci6n se desarrolla en tres etapas.

1.. Como A y B se dan-equidistantes

cada uno de P y Q0 todo punto

de' AB equidista de P y Q. Esto

es asi por el teorema 8-1. Andloga-

mente, todo punto de BC equidista

de P y.Q.

2. Sea X cualquier otro punto del

plano.. Si X está en It o en CB,

X equidista de P y Q; por el caso

anterior., Si X estd a un lado de

BC, escoge Y, otro punto 'de 'It al

otro lado de CB. El postulado de

separaci6n del piano nos asegura

que'tal punto Y existe y que XY

cortará a CB en algdn punto Z.

3. Como Z estd en CB, equidista de

P y Q, por el primer paso. Puesto

que Y está en AB, equidistard de

P y Q, tambidn por el primer paso.

Por lo tanto, en vittud del teorema

8-1, todo punto de YZ equidistard

de P y Q. X- es uno de estos puptGi.

P

0

4P

(4 ,

13

,



237 - 8-1

Como hemos demostrado qUe todo punto,X del piano determinado
porA, B y C equidista.de P y Q, queda establecido dl teorema43-2.

Ahora estamos listos para demostrar el teorema fundamental.

Teorema 8-3. Si una recta es perpendicular a cada una,de dos
rectas que se.cortan, en su punto de intersecci6n,,entonces es
perpendicular' al piano de esas rectafir.a otro modo: Sean L1 y L2 dos..rectas en el plano E que se

cortan en.A, y_sea L Una recta que papa por A, perperidicular a
- L1 y L2. Entonces cualquier recta Ls en E'que pasa por A es'

perpendicular a L.

Demostraci6n:

AfirpaciOnes

Sea P un punto de L, B1. un
punto de Li., B2 un pt4o de

L2 y 133 un.punto de L3,

ningur4 de estos puntos

coincidente can A. \

2. Sea Q el punto en el rayo

opuesto a Al' tal que AQ ... AP.

S. En el plano que contiene a L

y Li, Li es la mediatriz de P

4. Bi equidista de P y Q.
4

5. B2 equidista de Py Q.

6.. A equidista de P y Q.

4./

11,

Razones

1. Por el postulildo de la regla,

cada una de estap rectas tiene

infinitos'puntos.
. ,

2. Teorema de localización.de

puntos 4.

3. Definici6n de mediatriz

(secci6n'6-3)

4. Teorema 6-2

5. Anglaga a las de 3 y 4

6. Por el paso.2

46.
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'B3 equidipta.de P y.Q.

8. 'En el piano que contiene a

L y L34 L3 es la mediatriz

de 15Q.a

9. LILa
.10. L I E

.

a

7. Por los pa(sos 4, 5 y 6) y -

el teorema 8-2

8. Teorema 6-2

4,

9. Definio,i4d.de Mediatriz

10. Definici6n de perpendicularid

. de recta y plano, ya clue L3
es cualquier recEa en. E que

paae por,A

Conjunto,.de problemas.8-2b

1. Supongamos'que cada uno de los

. puntos.A, B, C es equidistante

de P y Q' Explica, en't4rminos

de una delinición o teorema,

por qué todo:punto X del piano

ABC equidista de Py Q, f

2.. Explica la relación que hay:entre L; la recta de interseccnn
:

de doa tkaredes de'tu Aa18n de clase, y el pianp del piso.

LCuAntas rectas Arpendiculares,a L podemos trazar ,en el piso?

1Serg,L perpendicular 'a toda recta que Ot pueda trazar en el
'WV
pisp?

3.

2 ,
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La figurgyRHIB es un cuadrado. X1-31FB. A. no estAln el

piano .0:FRHB.

a. .LCuAntos planos'estAn.5leterminados por los pares de

segmentos en la figura? N6mbralos.

b. Por lo menosYuno de los sementos de 'la figura es

perpendicular a uno de los,planos mencionados en la
./)

pregunta anterior. LCuAl'es el.segmento? #,VZ el piano?

Pdra un enfoque sistemAAco de tal problema, considera

cada par de segmentos perpendiculares que Yeas en la

figura. Después pueded obseFvarsi tienes una recta

perpendicular a dos rectas Clue se cortan.

El AABF es is6sceles y B es su vértice, AH FH, y RH! HB.

R no estA en el plano AFB.
4

a.' LCuAntos planos diferentes estAn determinados por los

,segmentos de la figura? N6mbralos.

b. frlay un segmento que sea perpendicular a un plano?

En tal caso, indica cuál es el segmentp y cuAl es ei

piano y.demuestra' tu'xespuesta.

5. En esta figura; TB,L plano P, y en el ARAB, que estA en el

plado P, BR 0 BA. Demuestra que AABF gtARBF y LFAR. m LFRA.
*

rt
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/
'. *6: :Se da el cob() de la figura siguiente, con BR BL. 1Será

KR KL? Demuestra que tu conCestación es correcta.

P

(Toda vez que no hemos dado todavia una definicidn precisa de .

un cubo, enuficiamos ahora, para que las uses en tu Aemostración,

las propiedades esenciales de las.aristas de un cubo:

Las aristas yle.un cybo sem doce segmentos congruentes,

dispuestos segan se iddica en la figura, y tales que dos)

cualesquiera de ellos que se cortan son pe4endiculares)

r. En la figuea que sigue, WX es una recta en el plano E. El

piano F IWX en el punto (1:- En el plano F, RQ1 AB. AB es la

intersección de E. y F . pemuestra que RQIE.

21
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Por lo,que sabemos hästa ahora, las condiciones especifica'das

en la definición de recta y plano perpendiculdres pueden ser

imposibles de,Iograr. Para estar seguros, necesitamos.un teorema

de existencia. El .prdximo teorema nos Permite ver queno estaMos

hablando de cosas que no pueden exicir al referirnos a

perpendicularidad entre rectas y planos.

TeOrema Por un punto ed una recta dada pasa un plano

'perpendicul'h-r_a la recta.

Demostración: Sea P un punto en la recta.L. DemostraremOs

en seis etapas que hay un'plano E que pasa pOr P y es perpendicular

a' L.

'1. Sea R Un punto que no estA en L. La existencia de tal

punto se deduce del postulado 5a.

2. Sea M al plano deCerminado por L y R. El teorema 3-3

nos dice que existe tal plano.

3. Sea Q un punto que no estA en M. Eltpostulado 5b nos

asegura que existe tal punto.
1

4. Sea N el plano determinado por L y Q.

5. En el plano M hay una recta Li perpendicular a L en P

(teorema 6-1), y en el piano N hay una recta L2 perpendicular

a L en 4'

6. Por el teorema Q-3, el plano E determinado por L1 y,L2.

es perpendicular a L en P.

Si E i.L .en P, entonces toda recta en'E que pase por P es

perpendicular a L , pdrdefinición. tRodrfa haber rectas que no

eptgn en E, peru que seen perpendiculares a L en P? Elisorema

23()
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siguiente dice: "No".

Teorema 8-5. Si 'Una recta y pn plano son perpendiculares,
4

- 242

entonces ei'plano contiene todas,las rectas perpendiculares.a la

recta dada en su punto de. intersecciótil con el plano'dado.

0 de otro mock): Si la.recta L es perpendic4ar al plano.E en

el punto P, y si M es una recta perpendidular a L en P, entonces
sM estri en E.

Demostración: Afirmacioneg Rezones
P

1. L M determinan un Plano F.

2. Los planos F y E-se cortan en
una recta N.

). NIL

4. M IL
5. M V (Esto significa qué

MyNsondla misma recta). ,

M estg en E.

1. Teolrema 3-4

2. Postulado 8

(3. Defirtais61-; de perpendicu-

laridad de recta y plano

4. Dato.

5. M y N estgn ambas en el

plano Fs, lior los pasos

1 y 2; son ainbasIL, por

los pesos 3sy 41 pero el

torema 6-1 dice que May
una sole perpendicular.

6. M N, por el peso 5, y N

estg en E, por el peso 2.

Est,e teorema nos permite demostrar-el teorema de unicidad que va

con el teorema 8-4.
411P
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Teorema 8-6. tor un punto en una recta dada hay a lo mds
-

,un plaeyetpendicular a la recta.

Demostración: Puesto hue un plano perpen8icular contilene todas

las rectasTprpendiculgres que pasan por er punto, y como dos,planos

diferentes tiene9 solamente una recta comdn (teorema 3-4), no puede

haber.dos pianos perPendiculares a la recta en el punto..

Lb mismo que en el piano, ,donde el tgorema 6-2 de caraCterización
se deducfa del ueoremd 6-1 de existencia y unicidad, ahora podemos

demodbrar un teorema de caracterizacOn andlogo para el espacio.

Teorema 8-7. El piano perpendicular que biseca a un segmento

es el conjunto'de. todciaJos 'puntos equidistantes de los extremos del
segmento. NotarAs que este teorema, al igual que. el teorema 6-2,

,tiene dos partes.

, 0 de otro modo: Sea E el plano bisecante peiTendicular; o plano
--smediatriz, xte:Ti. Sea C elTunto medio de AB. Luego

(1) Si P est,A en E;; entonces PA = PB, y

(2) Si, PA PB, entonces P está en E.

La demostración se deja al alumno.

Qpnjunto de problemas 8-2c
,

I. a, iCuántas rettas qqe pasan por un punto de una recta dada son

perpendiculares a esa recta?

b. LCutinto$ pianos que pasan por un punto de una recta dada son

peupendiculores aja recta?

2. Los pianos E y F se cortan en

KQ, segdn aparece en la figura.

AB 1E. BR eStd en el. plaqo E.

El piano ABR corta a F en BC. .

LEs AB I. BR?

1Es AB 1_ KQ?

LEs Zi Lg?

49
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3.. Si QP.1.:E en P y

4c6mo sabemos que PR est4

en /E? %

4. Suponiendo que

AX BX,

AY

AW BW,

AZ - BZ, 7\,

lpor qué están X, Y x Z

en un mismo plano?

5. El plano E es el piano mediatiiz

de AB,.segdn muestra la figura.

AK 2

AR 2

m z AFW

z AKF at

'b. LSerg FW FR? Explfcalo.

41
*6. Demuestra este teorema: Si L es una

E en el punto M, hay al menos una recta L'

recta que

4

corta al piano

en E tal qua L' IL.

El pr6ximo teorema es-un.lema dtil para demostrar futuros

teoremas.,

Teorema 8-8. Dos rectas perpendiculares al mismo'plano están

en un mismo plano

Demostración: .Sean Li'ly-Litbetaa" perpendiculares al piano E

en los puntos A y B, respectivamente. Sea M el punto medio de AB,

sea L la recta en E,que es mediatriz de AB, y sean P y Q 008 puntos
4

en L tales que PM . qm. Sea C un punto en 11 distinto de A.

25
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1. Por el i)ostulado L.A.L., AAPT AAMQ,,y,por tanto, AP AQ.
2. Como 1.1.1E, 4CAP y'LCAQ son 'rectos, y por el postulado L.A.L.,

&CAP .ACAQ, de manera que CP CQ.

3. De AP - AQ y CQ se deduce, por el teorema 8-7, que C y A
están ambos en Er, el plan(' mediateriz de PQ. Por tanto, L1

est6 en E'.

4. Exactamente de la misma manera demostramos que L2 estil en Fl.
Por lo tanto, Li y L2 estAn eIi un mismo piano..

8-3. Teoremas de existencia1jd
LQS siguientes teoremas Ottircan todas las.relaciones posibles

entre un punto, una recta y un plan() perpendicular. Lom enunciamos

aquf a fin de pompletar.la expoOtci6n y para facilitar futuras refe-
rencias.

Teorema 8-9. Por un punto d(ido pasa un piano y solamente uno,

perpendicular a una recta dada,

Teorema 8-10. Por Un punto Oado pasa una recta y solamente una,

perpendicular a un plano dada.

La demostración de cada uno 1e estos teowemas presenta dos cados,
dependiendó de si el punto dado estg .0 no en la recta o piano dados,.r'
.y cada caso tiehe dos partes, 40A Para demostrar la existencia y

otra paip demostrar la unicidaq, Esto hace un total de ochO demostra-
- j

ciones. Los teoremas 8-4 f 8-6 1100 dop de estas Ocho; las restantep
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seis, algunas de las tuales son dificiles y otras fAciles, aparecen

en el aP4ndice VI.

%El teorema 8-10,nps asegura la existencia de una,perpendiculdr

'Cinfca desde un punto externo a un piano dada. Por lo tanto, estA

justificada el eleglir la siguiente definici6n, anAloga a ra qUe

sigui6 al teorema 7-6.

Definici6n. La distancia a un plano desde un punto fuea del
A V

misma es 10 longitud del segmento perpendicular del punto al plano.
IV

Teorema 8-11. El segmento mAs corto a un.plano desde un punto

fuera del plano es, el se,gmento perpendicular.
.

-La demoStración es anAlogfi a-la del teorema.7-6.

Problemas de repaso

1. ,Determina si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta

o falsa, hacienda untibujo coma ayuda st fuese necesario ;

a. La intersección de dOs pianos puede ser un segmento. '

b,. Si una recta interseca a un Plano en un solo punto,,hay por

lo menos dos rectas en el plano perpendiculares a ella.

c. . Parancuatro puntos cualesquiera,'hay un plano.que los

contiene.

ch Si tres rectes.se intersecan dos a dos, pero no hay un puntb
0.

comdn a las tres, las rectas estAn en uvlano.

e. Es posible que tres rectas se intersequen en un punto de

manera que cada una de ellas sda perpendicular a las otras

dos.
f. Podemos trazhr solamente una recta perpendicular a una

ac'ta dada en un punto dada

g. En un punto de urCplano hay solamente una recta perpendicula

al plano.

h. El ndmero mAximo .de,regiones\eri que tres planos separana

espacio es ocho.

0



ot

i 2'117

2.. Desda un punto R fuere de. ,plano ErB lE y RB corta al piano
0

eh B. RA es cualqUier Apt o segmento desde R que corta a E.en

Ch
A. Compara las longitude d A.R. y RB. Compara las medidas de
LA y

3. Si los postes de gol en un extremo de un campo de fdtbol son
perpendiculares al terreno, entonces pstarAn'en un piano sin
necesidad de que los sujetemos por una'abrazadera. Nué .

teorema apoya esa conclustón? 1PodrAn los postes estar adn
0

en un piano, aunque no Sean perpendiculares"al terreno?
LPodrfan no estar en un piano aim cledo estdvieran sujetos

-. por una abrazadera? ,

4. Determina si habrá siempre:
..

a. dos rectas perpendiculares a una re'cta dada en un punto dado

de la recta.

b. dos.planos perpendiculares a una recta dada en un punto dado
. de la recta. - 4-

c. dos-iectas perpendicularell a un plano dado en un punto dado

.
del plano.

d. dos planos perpendiculaires a unalrecta dada,

e. dos rectas ve se corten y sea cada una de ellas
.,

perpepdicular a un piano dado.

\F1
5. 1Podemos demostrar ue es falso

el supuesto de que Ios rectas Li y L2

sean perpendiculare al piano E y

ademds se corten ei un punto P que no

estA en el piano probando que tal

supuesto conduce una contradicdi6n

con un teorema 4 erca de figuras en el

K.

e"



- 248 f-

plano.i /De qud teorema se 'trata?

6. DadoMQI piano E, yWFI piano E.

./Cutintos planOs diferentes-quedan

determinados pcT MW,045 y QF?

Explicalo.

El AABF es isósceles y tiene su vértice en B, HF WA, y RH 1AF.

R no estA en el plano AFB.

a. ICuAntos pianos diferentes quedan determinados por los

segmentos de la figura? ExplIcalo.

6. Localiza y describe una recta que sea perpendicular a uh

8. Datos:, P está en el plano E que

contiene a A, B, C; P equidista

de A, B, C; la recta LIE en P.

Demostrsr: ToCio pünto X en L

equidista de A, B, C.

9. Datos: La recta. L I plano ABC

en Q; el punO P de L equidista

de A, B,,C. . 0

Demostrar: Todo punto de L

equidista de'A, B, C.

(Sugerencia: Considers cualquier

punto X 0 Q en L y muestra que

XA XB XC.)



10. Datos: API PQ, y API PC;

PQ-CV en Q.

Demostrae: 4.0 itt
(Sugerencia: Toma R sobre

QCde mOdo que QB QR.

Traza PB, PR.) ;*

U. Demuestra e. siguiente teorema; Si desde un punto A .fuera de
un piano se trazan una perpendicular AB y segmentos oblicuos

(no perpendiculares) 'AF y AH, que corten al .plano a difer;ntes

distancias de B, el segmento que corta al plano a la 'Mayor

distantia de B t'iene la mayor longitud.
4

A

.0

Datos: AB1 plano E; F y H son

12.

13.

puntos de E tales que BF> BH.

Demostrar; AF AH

Demuestra que cada uno de los cuatro rayos

puede sex perpendicular a los otros tres.

Daios: XB y YB sod dos rectas eh el plano E;

B; n es un piano LYE en B; AB es la intersecci

IrC, AD y a no'

m es up plano IXBten

d
4=4

Demostrar; AB _LE

/9 2 5 404
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4

.RECTAS PARALELAS EN UN PLANO a

9-1. Condicionea 321 garantizan el paralelismo

Hasta ahore en.nuestra geometria nos flemos ocupado

.kmente de lo que ocurre cuando rectas y planoa ee intersecan de

ciertas maneras. Vamos ahora a ver qué sftede.cuando n.p., se

Antersecan. Veremos que es posible demo.strar Muchas mks sasimte-
.

resantes.
.

. Consideramos primero el.caso de dos rectas:. 4,teorema 3=9 nos
da alguna informacióh en 6eguida, ya que nos dicetuivei dos.reCtas

se intersecan.,--Potán en un plano. or lo tanto, dos rectas queho

estAn .en un piano no pueden intersecarse.

Defintci6w Dos rectag que. no. est4h enuñ plano se,tlakan

alabeadasp rectas que se cruzan.

PodrAs fácilmente encontrar ejemplos de rectes alabeadat en tu.

sal6n de clase.

Esto ;Jeja todavia'sin res egta el problewde si dos red-tab que

eatón ph un prano tienen necegariamente qUe Ifitersecarse: En el

teorema 9-2 .demostraremos la existencia de.rectosYeh un planO que

no se intersecan, y que son paralelaw, coma 4stas:

Demos prtmero una definición m4s precise.

Definici6n: Dos rectas son paralelas si estén en un miamo plan() ,

y no se intersecan.

Observe que para que dos rectas sean paralelasdeben satisfecerai

dos condiciones: 'no deberán intersecarse, y debergn'estar ambWen
4

el misAkplano.
%.
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Teodlms 9-1, qDos rectas paralelas eatAn en exaCtamente un plano.

Demostiación:, son.rectas paralelas, por la defini,-.

ci6d anterior sabemos que hay un plano E que contiene a L1 y L2,

Si P es cualquipunto de L2, por el teorema 3-3 sabemos que hay

aolamente un plano que contiene a L1 y P. Por lo tanto E es et

4nico plano,Ave contleve a Li y

Usaremos la abreviatura LI. II L2:para indicar que las rectasILI:

y L
2

son paralelas. Por convenienoia diremOs que dos segmentos son

paralelos si las tectas que:los codtienen son paralelas. De mod()

anAlogo diremos cuando nbsreferimos:a una recta y un segmento,.o

una recta.y un rayo, y-asfsucesiVamenté, Por ejemplo, supongambe

que. LII L2 en laligura:siguiente:

S.
:

-

c

Entbnces, podemos terbiAn escribir AB CD , 5 L
2'

L 1115' "D'

y isf sucesivamente. Cada una de estas afirmaciones equivale a la

afirmacidn de que L
1 2%

No parece fAcil mediante la definici6n,.decidir si dos rectal) que

paracen ter paralelas realmente lo son. Todaorecta,se ellende inde

finidamente en dos.direcciones y'para saberisi dos rectas no se

intersecan, tendrfamos que ver las dos rectas en'toda su extensión

.S,in embargo, hay una condici6n sencillieque es suficiente para garan

tizAr que,dot rectas son paralelas* 'Es la siguiente:'

TegEema 9-2. Dos.rectas eA un plano son paralelas si ambas son

perpen1dicuIares a la misma recta.

Demostraciln: Svpongamos que Li y L2 songdbs rectas en el piano

ç da una de ellas peiTendicular a una recta L en los puntos P y

Hay entonces dos posibip_dades:

(1) Li y L2 se intersecan en un,punto R.
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(2) L1 y L
2
no se intersecan.

L2

En e caso (1) tendr'iamos dos rectasr, L
1
y L

2'
cada una de elias

Perpendicular a L y pasando por R. Esto es imposible segdn el teorema

6)-1, si R estg en L, y segdn el teorema 6-3, si R no estg en L. Por

lo tanto, ercaso (2) es els dnico posibLe, y asi,.por definicidn,

Ll II L2'

El teorema 9-2 nos permite demostrar el siguiente teorema de

.existencia, que es muy importante.

Teorema 9-3. Sea L una, recta, sea P un punto qUe nO estg en L.

Entonces hay.al menos unalrecta,. que pasa por P y es paralela a L.

'290°

90°

4
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Demostraci6n: Sea L
1
una recta que pasa por P, perpendicular a

L. (Por el teorema 6-1, h una recta tal.) .Sea L2 una recta que

pasa por P, perpendicular a L
1
en el plano de L y P. Por el teorema

9-2, L2 II L.

Parecerfa propio, a estas alXuras, intentar demostrar lue la

paralela del torema 9-3 es dnica; es decir, podrfamos tratar de

probar que en un plano, y por un punto dado que no esté en una recta

dada, pasa aolamente una paralela a la recta dada. Por muy extraho

que parezca, no podemos demostrar tal cosa a base de los postulados

enunciadds hasta ahbra y tenemos que aceptarla como un nuevo pgstulado

Examinaremos esto en mayor detalle en la seccidn 9-3. Mientras tanto,

antes de empezata trabajar sobre la base de este nuevo postulado,

demostraremos algunos teorema& adicionales que,.al igual que el

teorema 9-2, nos dicen cugndo dos rectas son paralelas.

Daremos primerqdalgunas definicignes.

Definición:"/Una secante a dos rectas en un plano es una recta que

'las interseca eA dos puntos,diferentes. '

Decimos que"las-dos rectas son "cortadas" por la aecante.

Definición: Sea L una secanteati y L2, que las corta en P y Q.

Sea A un punto de L1 y B un punt() de L2 tales ue A y 13 estgn a lados
opuestos de L. Entonces LPQB y ZQPA son gngulos alternos internos

formados por la secante',a la6.dos 'rectas.

4

0
a.

v



,)c) r4.)

'Notards que en la definicidn de secante, .las dos rectas mencio-

nadas podrán set o no ser paralelas; pero si'se intersecan, entonces

la secante no puede cortulas en su punto comdd. No se permite, puesAl

una situ'acidn como la que muestra la figura siguiente:

'Or

P.

)
9

tt

Es decir, -en esta' figura L no es una secante a las rectas'L
1.
y L

2.

.Notargs tarligién que una perpendicular comdn a dos rectas en un

plano, como la del teoreTa 9-2, es siempre una secante.

Teorema 9-4. St dos'rectas son cortadas por una secante, y si

un par de Angulos altenos tnternos son congruentes, entonces

otro par de gngulds Ilternos internos son tambidn congruentes.

4

4
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Es.decir, si La % zar, entonces,Lb . Y si Lb 2 Lb', entonces4

La al la'. La dgmostraci6n'se deja al alumni:).

El siguiente teorema es una generalización del-teoreba 9-2; esto

es, incluye el 4orema 9-2 .como un casa especial:

Teorema 9-5. Si dos rectas son cortadas.por una secante; y. si

un par de tingulos alternos internos.'son congruentes,.entonces lae

.rectas soh paralelas. At

I.

Demostracibn: Sea L una secante aLlyL clue las corta en

P y Q. Supongamos que un par de tingulos alternos internos son

congruentes. Tenemos, pues, dos po4ibilidades:

(1) L y L
2

se intersecan ea un puntO.R.

(2) L, 11 L2.

En el caso (1).1a figur;1 serf° asi:

W.

2 ,4 4

,
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Sea S un punto de L
1
situado a un lado de L distinto de aquel en que

está 100 Entonces /SPQ es un Angulo ext,erno. del APQR, y LPQR es uno

de los Angulos internos no contiguos. Pox el teorema 7-1, esto quiere

decir que

mzSPQ*mLPQR.

Pero sabemos por la hip6tesis que un par,de Angulos alternos

internos son congruenteg. Por el teorema,anterior, ambos parea de

Angulos alternos internos son,congruentes. Luego,

m z SPQ m PQR .

Como la afirmación (1) nos lleva a una contradicción de nnestra hip6-

tesis, dicha afirmación es falsa. Por lo tanto, la afirmación (2) es

cj.erta.

Conjunto de'problemas 9-1

1. a. qstablece la definici6n de rectas paralelas que éstas .

deberAn mantenerse una de otra % la misma distancia?

b. Si dos rectas dadas no estAn en un plano, Lpodrán ser
V
paralelas?

2. Dos rectas en un piano son paralelas si , o si

o si

J. Si dos rectes en un piano son cortadas por una secante, Lser.in

siempre congruentes los Angulos alternos internos?

4. En el espaclo, si dos rectas son perpendiculares a una tercera,

lserAn paraielas las dos rectas?

5 a. Si los Angulos de 800 de la

figura estuvieran bien' dibu-

jados, 4serfa LI paralela a

L
2

por el teorema 9-5?

Explicalo.

b. ICuAntas medidas diferenles

de Angulos habrfa en la figura?

LCutilds?

b



40.

h. Si los gngulos de la figura fueran

del tamaA6 indicadoi lqug rectas

serfan paralelas?

anipe

7. Dada una r-Lta L y un punto.P fuera de L, explica c6mo se

podrfan usar layegla y el transportador.para dibujar una
q

paralela

4
L por P.

8. Supongam que se aceptan Aas siguientes dos definiciones:

Una recta vertical es una que contiene el centro de la tierra

Una recta horizontal es una que sea perpendicular a alguna

recta vertical.

a. zPodrfan ser paralelas dos Tectas horizontales?

b. 4Podr1an er paralelas dos rectas verticalesy

c. Podrfan ser perpendiculares dos rectas horizontales?
-

"Iyddrfan s r perpendiculares dos rectas verticales?-

. 4Serfa tantién horizontal toda recta vertical?

_aerfa,rambign vertical toda recta horizontal?

g.`,Jodifa una recta horizontal ser paralela a una recta vertical

, h. lSerfa horizontal toda redta?
. 41.

9. lSerg posiblkencontrar dos rectas en el espacie que ni se inter-

sequen ni sean paralelas?
,.

10. Datvs: mz. DAB -. mz. CBA 90,
, D

N.,. ..'

( y AD - CB.
'....... , % .....'"

,

DeMbstra: mz ADC .., mz BCD ,..< .
- ..-

..

ll'odrfas tambign demostrar que .
m 4 ADC .. mL BCD .... 90?,



11. Se da la figura en la

AR RC

AP PB RQ,

BQ,.. QC PR.

Demostrar :

inzA+ mLB + mLC 180:

(Sugerencia: Ilemuestra que

inzia mLA, niLb mLB,

m 4c lo InLC.)

12. Datos: AB . AC, AP AQ.

Demostrar: Pz)

(Sugerencia: Hagamos que la

bisectriz del LA corte a' PQ en

R y a BC en D..)

13. Datos: La 'figura de la

derecha en la que

LA PA LB,

AD - BC,

AT TB,

SD SC.

D'emostrar:

ST .1.DC

ST AB

DC II AB

,

I
9 - 1
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972. Angulos correspondientes

En la figura siguiente, los Angulos marcados a' se Kaman

.Lingulos correspoddientes:

d'

iDe modo anAlogo, b b' son Angulos correspondientes; bién lo

son los pares c, s y d, d'. '

Definición: .Si dos rectas son cortadas por una se , 41-1----

41.

Lx, zy- son dngulos alteries internos, y si los4Angulos Ly, Lz son

opuestos por el v6rt4ce, entonces Lx, 4z son_ángulos corresporidiente,

o Angulos externos-intèrnos

4

9 DeberAs demostrar el teorema siguiente:



.1°
6.),' 9-3

Teorema 9-6% Si dos rictas son cortadas por una secante,'Iy ai

lan par' dedingulos correapondientes son congruentes, entonces los.-
otroa tres pares deAngulos-correspondiente'S tienen misma pro-. .

.

piedad.

deMostraci6n-es un poco más larga que la.del teorema.9-4-
Teorema Si dos recta§ son cortadas por una secante, y

:411. uh par;.de:Angulos correspondientes son congruentes, entonces las
reetas son .paralelas. 'La demostraci6n se deja al alumno.

Parece comu si los recfprocos de loa teoremas 9-5 y 9 7 debietan,'.

sevciertos. El reciprom del teorema 9-6 diria que si dos rectas
paraielas SOP cortadas poruna.secante, kltonces los iingulos aiternos:

Anternos son congruentes. El.reciptoco del:teorema 9,7 diria.qUe ai

dog rectas paralelas aon cortadas por una secante, entoncea los.fingul4s.

correspondientes,son congruentea. Estos teoremas, sin embargo, nO.

se pueden demostrar almse de los 'poStulados enunciados hpsta ahora.

Para demostrarlos necesitaremos utllizar el postulado de las paialelas

que enunciaremos en la pr6xima sección.

El pltulado de las paralelas esindispensable.taMbi&n:para las
,demostraciones.de muchos otros teoremas.de nuestra geometria.

.

agunos de 48tos ya los.conoces por tutrabajo en otros grados. Por:

'ejemplo, aabes.desde hace alg6n tiempo que la suma de las medidas

de loS'6nguloa-de cualquier trangulo QS 180. Sin embargo, sin el

postulado delas paralelas'ea imposible demostrar tan importante-

teotema. krosikamos, pues, al postulado de las paralelas.

N
9.\3. 1 postuladdde lag paratelas..

4ek

0.

Postulado 16: (El postulado de las paralelas ) Por
*

un punto externo dado hk, a lo sumo una recta paralela a
.

,f

,una retta dada.

'
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Ncitarás que no'necesitamos decir en el postulado que hay al

menos una tal paraleIal pues eso ya 16 sabemos por el teorema 9-3.

Pareceria naturay suponer que ya tenemos sufieientes postulados

para poder demostrarlCualquier enunctado que sea'"razonable"; y

como el postulado de las-paralelas es razonable, podriamos tratar

de demostrarlo en vez de presentarlo.cumo un postulado. De todas

maneras, algunas personas muy inteligentes pensaron asi acerca

del postulado durante siglos y siglos. Ninguno de dllos, sin

embargo, pudo encontrar una demostración. -Finalmente, pn el siglo

pasado, se descubrió que tal demostración no eg, posible.. La razón

es que hay algunos sistemas mqemAticos que son casi iguales, pero

no exactamente, a la geometria que estamos estgdiandov. En estos

sistemas matemAticos.quedan satisfechos casi todos los postulados

de la geometria corriente, pero no asi el postuliido de las paralelas.

Estas "Geometrias No Euclideas" pueden parecer extrahas y de hecho

lo son.- (Por ejemplol.en estas "geometrias" no existe tal cosa como

un cuadrado.) No vlam4nte sirven estas geometrias para desarrollar

teorias matemiticas interegantes, sin'que tambi6ft tlenen importantes

.,41icaciones a la ffs.ica..

#Ahora que tenemos el postulado de las paralelas, serri.posible
Al

demostrar numerosos teoremas importantes que no pqdriamos demostrar

sin 61. Empezamos con una demostración del reciproco del teorema'

Teorema 9-8. Si aos redtas paralelas son cortadas por una

'secante, entonces los kingulos alternos internos son congruentes.

Demostración: Sean dadas l3 rectas paralelas L
1
y 12, y una

secante L
3

, que las corta en P y Q.

"-C
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Supongamos quoja y Lb no son Congruences. Sea'L una recta que
. .

pasa por P y tal que los Angulos alternos internos Lc y La, formados-

con la secante :a;e44. congruenteS.
N:

(For el postulado'de construcci6n del Angulo, hay una recta tal.)

Entonces L 0 L
1'

porque Lb y C.c no son congruentes.

Veamos ahora lo que tenemos. Por la hip6tesis, L111L2. Y pord

teorema 9-5, sabemos que LH L2. Asi, pues, hay dos rectas.que.pasan

por P, paralelas a L2. Pero esto es imposible, porque contradice el

postulado de las paralelas. Por to--tanto,,La g Lb, lo que querfamos

demostwar.

Las demostraciones de los siguientes tElpremas son breves,,y

debes.redactatlas td mismo.

Teorema 9-9. ,Si dos rectas paralelas son coitadas por una

secante, cada par de Anguloscorrespondientes son congruentes.

Teorema 9.10. Si dos rectas paralelas son cortadas por una

secante, los Angulos internos a un mipmo lado de la secante son

suplementarios;

De otro modo: Sean.L111 L2 y T una secante que cortea Lliy L,4 .

.

Demuestra que el z b es suplementariO del Ld y el La es suplementario

del Ze.

(.1
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Teorema 9-11. En un plano, dos rectas paralelas a la misma

rectt son paralelas entre si.
a %

Teorema 9-12. En un plano, si una recta es perpendicular a

Lam de dos rectas para las, es perpendicular a la otra.

Con unto de problemas 9-3

1. Datos:

mz A mz B - m LC ib 90

Demuestra que mLD 90.

2. Demuestra que una recta paralela a la base de un.trifingulo

is6sceles y que interseque a los otros dos lados del triAngulo

torma -oiro trifingu10 is6scele.s.
R.

3. Datos: En la figura,

RT RS, PQ ILRS.

Demuestra que PQ PT.

S

Repasa la demostraci6n indirecta que se presenta en laidemostra-

cf.& del,teorema 9-8,', luego da una demostraci6n indirecta de

cada una de las siguientes afirmaciones, a base de presentar

una contradicción del postulado de las pAralelas:
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a En un plano, si Li y L2

son dos rectas paralelas,

M es una tercera recta que

corta a L
1

en P, entonces M

tambldn corta a L2.

b. En un piano, si una recta R

corta solamente a una de otras

dos rectas.L1 y. L2, entonces

L1 y' L2 se ,Iinte

Datos: R int a Li en P.

R rseca a L2.

Demuestra que L
1

interseca a L
,2

5. a., Demuestra que en un plano dos Angulos con sus lados

respectivamente paralelos y de modo que ambos _se extienden

en la misma direcci6n (o ambos en direccionespuestas), son
.congruentes. A

9-3

41.

41" L2

Datos:

Demuestra queLABC LXYZ.

... .

b. Demuestra que en un plano, dos fingulos con sus lados

T

res ectivamente paralelos, pero de mods:5 que"solamente un

par de 4stos se extienden en la misma direcgi6n, son suple-

mentarios.

Datos: BA n ik,

BC YZ.

Demuestra' que m L
1st

C + m L XYZ 180 .

4) 1"
'Cle t
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(Note: Solamente.ilustramos aquf algtinos casos. Todos

loi dem& pueden comprogarse con facilidad. La palabra

"dirpccitSeteo estg definida, pero debe sobrentenderse

su sentido.)

6. Dibuja varios pares de-Angulos ABC y DEF tales que BALED

yB1T. Enuncia un teorema-que creas pued ser cierto

respecto de las medidas de tales gngulos.

*7. Si el teorema 9-8 se aceptara como un postulado, entonces

serfa posible demostrar el postulado de las paralelas como

teorema. (Es decir, debe demostrarse que no puede habe tpa

segunda pdralela a una recta por un punto fuera de elia.)

Datos: L
1

y L
2

son dos rectas L2

que contienen a P, y Li

L1IIM.
Demuestra que L2 no es paralela

a M.
1

*8 Demvestra que si el teorema 9-12 (Si una secante es perpen7

dicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a

la otra) se acdptara como un postulado, el postulado de las

paralelas podrfa delpstrarse como un teorema.

Datos: LOM, L1 y L2 contienen a P.
LI

(L2 74 L1)

Demuestra que 172 no es paralela a M.

9-4. Trigngulos

Teor9Ma 9-13. La stIma de las medidas de los gngulos de un

trifingUlb es 180.

DemoStraci6n: Dado el AABC, sea L la recta parn1ela a AC que

pasa Por B, y sean los Lx, Lx/, Ly, Lyt 2.1z tales como aparecen en

la figura.

t:t

.1.
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Sea'D.un punto.de L al Mismo lado de AB que C. omo AC MBD,

A 'estg al'mismo lado de BD que Cop Por lo tanto, C esta en el:

interior del 4ABD (definici6n del interior de un fingulo), y asf,

por el postulado de Ja adici6n de gngulos, tenemos,

mLABD m.C.z +

Por el postulado del suplemento,

m + m z ABD 180.

Por lo tanto,

mzx' + fuzz + 180.

Pero sabemospor tl teorema 9-8 que mzx mz x', y también'

mLy mLy, porque esos son Angulus alternos internos. Sustitu7

yendo, obtenemos
0

m'Lx+m4z+mLy-'180,
lo que querfamos demostrat.

De aqui obtenemos varlos corolarios importantes:

Corolario 9-13-f. Sea dada una correspondencia entre do's

trigngulos. Si dos'pares de gngulos corresponaientes son cohgruentes,

'entoncvs el tercer.par de gnguloscorrespgadiehtes son tambiOn.

k congruentes. I
. . t,

.1'

1"

.,
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Ell corolario dice que si ZA azti' y-LB entonces

LC =LC' . Como sugiere la Iigura, el dorolario se aplica en los

casos en que la correspondencia dada no es una congruencia, y

tambiAn en los cesos en qeAABC AA'B'CI.
COrolario 9-13-2. Los Angulos agudos de un trigngulo

rectgniplo sop complementarios..

Corolario 9-13-3.. En todo triAngulo, la medida,de un 'Angulo

,externo'es la suma de las medidas de los dos Angulos internos no

contiguos.

Con unto de Problemas 9-4

1. Halla la medida del tercer Angulo, si las medidas de ,los otroa

dos fingulos de un trigngulo son las siguientes:

a. 37 y 58 d. .r. y

b. 149 y 30 e. 454 a y 45 a
1°

c. n y f. 90 y
2

2. Para hallar la distarwia de.u4(

punto A a un punto lejano P, un

agrimensor,puede medir una pequena

distancia AB y tambidn medir el

&A y el LB. De esta inTormación

puede cticular la me"dida del LP y

luego,mediante f6rmulas.adecuadas,"

calculor AP. Si m 87.5 2.

m LB calcula inz P.

3. gor qu6 es indispensable el postulado de las paralelas para

.demostrar el teorema9-11?
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4. Dibuja una figura cbmci la de la

derecha y compldtala indicand6.

el valor de cada.uno de sus

fingulos.

5. Dado que LA 1 ZX y LB ZY,

Lserg posible afirmar lo

siguiente?
,*a. LC Zaz Z

b. AB XY

6. Datos: BD biseca al LEBC,
9

y BD I.
Demuestralue AB P. BC.

7. Demuestra que la bisectriz de un gngulo externo en el

vdrtice de un trigngulo is6sceles es paralela a la base.

8. Dato La figura de la derecha:

DemuestrAsue s + r t + u.

(Sugerencia: Traza DB.)
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Datos: En la figura, L' AC eS

un-Angulo.recto, QB

Demuestra que QB ... QC.

*10. Datos: En el ,\ABC, LC es un

Angulo recto,

AS..., AT' y' BR 4. BT.

Demuestra que mz. STR 45:

(Sugerencia: Sup6n que

mz A a. Lueoo f6rmulas

para las medidasVe los otros-

Angulos^de la figura, cada uno, en

t6rminos de)a.),

4.

9-5. CuadriiAteros en el piano

Un cuadrilAtero es una figura plana ddl-cuatro lados, como son

las siguientes:

4
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Gas dos dltimas figuras ilustrah lo que podrramos Ilamar 1

caso mAs general, en..el que no hay dos lados congruentes, ni dos

lados paralelos, ni dos Angulos congruentes.

Podemos enunciar con mayor precisi6n la definici6n de un

cuadrilAtero en la sigaiente fOrma:

Definición: Sean A, B, C y D cuatro Suntosn el,mismo plano,

tales que tres cualesquiera de ellos no e ten ajiLneado s y tales que

los segmentos,4B, BC, CD y DA se iniersequen solamentp en sus

extremos. E onces, la reuni6n de estos cuatro segmentos es un

cUadrilAtero.

Para abrev ar, liamaremos ABCD a esta figura. NotarAs que en

cada uno de los ejemplos anteriores, con excepciónidel dltimo,

el cuadrilAtero mAs su interior constituyen un conjunto eonvexo, .

r

en el sentido en que se defini6 en el cqpItulo 3. Esto no es asr
e

pars la *figura inferior de la derecha,.pero esta figura-, segdn .

nuestra definición, es también un cuadrilArt a, Observa, sin

embargo, que.figurasecomo la siguiente no son cuadr lAteros de

7 acuerdo con nuestra definici6n: .

'4

0-
Aquf la figura no es un cuadrilAtero, porque los segmentos

BC y DA se intersecan en un punto que no es un extretto de ninguno

de ellos. .0bserva también, sin embargo, 'clue es posible cOnstruir

un cuadrilAtero'que tenga esos mismos cuatro puntos.como vertices,'

asf:.

ft

I") '
oro f ed.

'46



4

- 272 -

En este caso ABDC es un cuadrilatero.

Definiciqnes: Lados opuestos de un cuadrilgtero son dos lados

-que no se intersec4n. Dos de sus gnikulos son opuestos si no tienen

un lado comdn. Do S. lados son consecotivo's si tienen un vgrtice

'comdn. De manera análoga, llamamos consecutivos a dos gdgulos si

fienen Un lado comdn. Una diagonal es un segmento que une dos

vktices no consecutivos.

4

En un cuadrilgtero ABCD, AB y CD son'lados opuestos, como lo son

BC y AD. AD y tp 035 y AB son lados consecutivos. AC y BD son las

dlagonales de ABCD. Oug Angulos son opuestos? lCuAles son consecu-

tivos?

Definicidn: Un trapeclo 'es un cuadrildtiko en el.que-dos, y

solamente dos.lados opuestos son paralelos.

9
4.0
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9-i

Definición: Un garaleloiramo es un etadrilfitero en el que ambos

pares de lados opuestos.son Oaralelos.

No deberb tener mucha dificultad en demostrar losteoremas funda-

mentales relativos a trapecios y paralelogramos.

Teorema 9-14. Cada diagonal separa a un paralelogramo en dos

trifingulbs congruentes. ,Es decir, i ABCD es un paralelogramo, entonces

8AABC A CDA y AABD ABCD.
e''

Teorema 9-15. En un paralelogramo, dos lados opuestos cuales-

quiera son congruentes.

Cbrolario 9-15-1, Si Lill L2.y si P y Q son dos'puntos cualeS-

quiera en Ll, entonces las distancias de P y Q L2 son..iguales.

Esta propiedad de )..as rectas paralelas se abrevia a veces

diciendo que "las rectas paralelas equidistan en toda su exten8i6n".

Definición: La distancia entre dos rectas paralelas es la

distancia de cualquier punto de una de ellas a la otra.

Teorema 9-16. En un paralelogramo,, dos drigulos opuestos

cualesquiera son.congruentes

Teorema 9-17. En un ralelogramo, dos gngulos consecutivos .

--

cualesquiera son suplementarios.

Teorema 9-18. Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.
11,

:En los teoremas 9-14 al 9-18 nos ocupamos.de varas propiedades

de un paralelogramo; eS decir, si sabemos que urlicuadrilfitero es un

paralelogramo podemos enunciar ciertas propiedades acerca de 41. En

los tres teoremas siguientes nos referimos a la relaci6n.recfproca;

es decir, si'qpnocemos ciertas propiedades de un cuadril4tpro,
.

ToveremOs atirmor que'es un.paralelo mfiran6,

.40" 1..41.

. *
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Teorema 9-19. Dado un cuadrilgtero 9n el que ambop pares de
bilk

._..

.lados opuestos son congruerites,entonces el cuadrilAtero es un
,

.

.

paralelogramo.

Teorema 9-20.. Si dos lados de un guadrilAtere sonsparalelos y -

conOtuentes, entonces el cuadrildtery es un paralelogramo.

Teorema 9-21. Si las diagonilles de un eu drilfitero .se

entd6ces el'cuadrilgtero es un parallplogramo. .

El siguiente teorema enuncia d'os propiedades dtiles. Damos la

demostraci6n completa del teorema.

Teoremp 9-22. El-segmento enbre los dos puntos niedios de dos

lados de un triángulo.es paralelo al tercer lado y tiene'la mitad.de

i

bisecan,
AP

su longltud.

B

)1-

De otro modo:- Dado el AABC, sean .D y E los puntos medios de AB

y BC. Entonces DE II AC, y DE

Demostraci6n: Usando el teorema de la lociilizaci6n de puntos,

sea F el punto del rayo opuesto a ED tal que EF DE. Ofrecemos

el resto de la dertioAtraci6n en dos cotumnas. La notaci6n para

gngulos es la de la figura.

v.

1 a'

°2
P

L.1

4.
,



# Afirpaciones

.1.. EF ED

2. EB.= EC

3. zx Ly

4. AEFC AEDB

5., zv azw

6. iIi n CP

7. AD = FC

-275 -

8. ADFC es un parAlelogamo

9. DE II AC

10. DE = !AC
2

Razones
4

9-6

1, Se escogi6 F para que esto fuera

cierto.

2. E es el punto medio de BC.

3. Los gngulos opuesto por el

Artice son congrue tes.

. Postulado del L.A.L.

5. Partes correspondientes de

triángulos congruentes

6. Teorema 9-5
.

7. AD = DB, por hipótesis, y e

DB por la afirmaci6n 4

8. Teorema 9-20

9. Definici6n de un paralelogramo

110. /DE DF, por la afirmaci6n 1,
2

I y DF = AC, por-el teorema 9-15

9-6. Rombo, rectgngulo cuadrado

Definictones: Un rombo es un paralelogramo cuyos lados todos son

Congruentes

Un rectgngulo es un para1elogramo Cuyos fingulos tOdos son rectos.

2P

A
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. .Ambos pares de laaos opuestos son congruentes.

.* Cada diagonal biseca dos gngulos.

d. Las diagonaleS se bisecan.

e. Las diagonales son perpendiculares.

f. Cada par de fingUlos consecutivos son suplementarios.

g. Cada par de lados conse tfVos soricongruentes.

9-6 -

Finalmente, un cuadrAdo,es un recOngulo Cuyos lados todos son

congruentes.

Como'anteriormente, dejamos al alumno las demostraciones- de los.

siguientes teoremas:

Teorema 9-23. Si un paralelogramo tiene un gngulo recto, entonces
-

.tiene cuatrO Angulos rectos, y el paralelogramo es un rectfingu1o.

Teorema 9-24. En un rombo, las diagonales son perpendiculares

entre'sf.

Teorema 9-25. SI las diagonales de un cuadr1lAtero se bisecan

y son perpendiculares, entonces el cuadrilAtero es un rombo.

Con unto de problenias 5-6

1. 4Para cugles de los cuadrilgteros--rectgngulo, cuadrado, rombo,

paralelogramo-- s podrra demostrar cads una de las siguientes

propiedades?

a. Ambos pares,de Angulos opuestos Son congruentes. (.

h. La figura es un paralelog amo.

i. Cada ps.r.de gngulos consecutivds son cpiiruentes.

j. Las diagbnales son congruentes.

. 2. Si las medidas de los gngulos son s que aparecen en el paralelo

,t gramo ABFH de la figura, Lcugl la medida de cada ngulo?

\ A T

m 13 is

iit LF

m LH
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. 3. .En esta figOra, ABHQ y AF

1
son

paralelogramos. 1Cugl .es

relacidn del z.ht' al z H? 1Y ;a

del.zit al LH? Justifica tu
ro

respuesta.

9-6
,

4. ISerta suficiente la infOrmaci6n acerca de un cuadrilgtero

que se da mgs ajielante para demostrar que es un paralelogramo?;
lo un ctfingul ?; lo un rombo?; lo un cuadrado? Considera

cada 4egunta p.r separado. '

a. Sus dos pares de lados opuestos son paralelos.

b. Sus dos pares de lados opuestos son congruences.

c. Tres de sus gngulos son rectos

.d. Sus diagonaleg.se bisecan.

e. Sus diagonales.son congruentes.

f. Sus'diagonale,p'son perpendiculares y congruentes.
g. Sus diagonale d. son cada una la medkatriz de la otra.

h. Es equilgteto.

i. Ea equigngulo.

j Es equilgtero y equigngulo.

k. Sus'dos pares de gngulos opuestos son congruentes.

1. Cada par de fingulos consecutivos sp-suplementarios.
5. Datos: ABCD es un paralelogramo con 1

diagoryal AC, y también AP RC.

Demuestta que DPBRA'es un

pa4e1ogramo.

6. 'Datos: Los paralelogramos

AFED y FBCE, segdn aparecen

A la figura plana de la

derecha.

Demdestra que ,ABCD es un

paraielogvamo.

of,

2&,
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7. Si por un punto en la base de un triAngulo isósceles trazamos

rectas paralelas a los lados iguales, se forma un paralelogramo

yuygf, perimetro es igual a la suma de las lItgitudes de los

lados iguales.

Datos: En la figura,

RS a RT, PXHRT,

Demuestra que: a. PXRY es un

paralelogramo.

b. PX + XR + RY + YP

RS + RT.

8. En la figura, si ABCD es un paralelo-

gramo con diagonales.AC y BD que se

intersecan en Qv y trazamos EF, pasando

por Q, demuestra 9ue EF est4 bisecado A

en Q.

9. Se da el trapecio'isósceles A CD

en el que AD CB y CDIIAI

Demuestra que LA w LB.

u; (\
/ 10. La mediana de un trapecio es el segmento que une loS puntos

medios de sus iados no pardlelos.

a. Demuestra el siguiente teoremd: La mediana de un,trapecio

.es paralela a las bases.e igual en longitud a la semisuma

de las longitudes de las bases.

Datos:. El trapecio ABCD con CD HAB,

punto medio de AD, y Q el punto

medio de BC.

Demuestra que PQ II AB, y,que
1,

PQ yAB + CD). ;

(Sugerencia: Traza DQ ihter-

, secando a AB en K.)

bk,
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13:. ,Si AB P 9 pulgadas y 'DC 7
,

ulgadas, entonces,PQ *

c. Si DC 3-1 y AB .1.7 entonces
2

Q - .
.

P------.--

9-6'

11. Un cuadrilAtero comiexo con,v6rOces marcadOs consecuavamente

ABCD ae llama una.chirinKa-(un yoIantrn) ai AB - BC'y CD DA,

DibU4,algunaa chiringas. Enuhcia tantos teoremps acerca de'
una chiringa, como puedas y demuestra al.menos uno de ellos.

12. Dato: 'cuadrilAtero.ABCD

en el que P, Q, R, 4 son los

pun,tos medios de los Iados.

Demuestra que RSPQ es un

paralelogramO, y que PR y SQ

se bisecan.

(Sugerencia: Traza..RQ, RS,' SP,

DB y pg.)

13: Datos: En la flgura, AD <BC,

DA IAB, y CB _LAB.

Demuestra que mL C <rn L.1) D.

*14. Demuestra que ia %uma de las
longitudes de'las perpendicula-

res trazadas desde un panto

cualquierasen la base de un

triángulo'isoscele& a los

otros lados es igUal a-la

longitud de la altui-a corres-

pondiente a cualquiera de

estos lados.

(Sugerencia:' Traza Fq± BT,

Entoncesala figura noa afigizere

que PX y QT son congruenteq, y

que PY y BQ son congruente

2'
-
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*15b Demuestra clue Ia

trazadas desde cualquier.punto.en el, interior de un triAngulo

equilAtero a los .tres lados es igual a la-longitud de una.

altUra. (Sugeremiku Traza un segmento, desde el.pUnto interior

perpendiCular a la altura tiegida.)

16. Se.da'pn bexAgono, -Como,en la

- 28o

suMa de las longitudes de las perpetidiCulares

figura, con' AB II OC, 13G II OD, CD II Og.,

DF II OF, EF lroA.

DemuEtstra que 11CD .

61.wor

A

17. a. Dado que..AA', BB', CC', aon.

paralelos y que AB CA-T-17,'

.1361117-51, COMO en la figura,

deMuestra'que AC IrA'Q'.

1,SerA laligura neceSariamente

plana? Si nO-lo es, lserfi siempre

vAlida tu demostracidn?

18. Se da,un cuadrado ABCD, y los puntos

K, L, M, N, que dividen los lados como

en la figura, de modo que ai b son

las longitudes.de los segmentos

cortados por ellos.

Dgmuestra que KLMN es un cuadrado

N.)

C'

b:

Demuestra que si ABCgres un paralelogramo, entOnces p estA

en el interior.delLABC.

*26.. Demu tra,que las diagonales de un paralelogramo se intersecan.
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01 9-7, Secantes a muchas recto paralelas

Definiciones:. Si una seLnte corta a dos rectas
1, 2

puntos A.y a, entrnces decimos que Li,y L2 recortan o marcan el

segmento AB en la secante.

\_

9-7

4.

Supongamos que t,enemos tres rectas dadas Li, L2, L) y una secante

qu 1.äs. corta en los punt...fps A, B y C. Si AB BC, entonces decimos

que las tres rectas recortan segmentos congruentes, en la secante.

'1

Demostraremo§ lo sigutente:
e
Teorema 9-26. Si tres rectas paralekas recortan segmentos

congruentes en una secante, entonces recortan segmentos congruentes en
cualquier otravsecante.

Demostracitin: Sean L
Io 2

L. y L3 rectas Paralelas, cortadas por una
.

's4ceelgte T
1
.en los puntos A, B y C. Sea T

2
otra secantd, que corta a

estas rectas,en D, 13, y F. Sabemos que'

AB BC,

2G)



necesitamos demostrar que
1

DemostrAgemos primero el teorema en el caso en que Tl y T2 no

son paralelas, y A 4 D, como en la figura:

0

Sea T
3

la recite que pasa por A, paralela a T *y que corta a'

L y L3. en G y H;-y.sea T
4

la recta que pasa
2

por B, paralela
a

T
2'

y que corta a L
3

en I. Sean Lx,z.y, Zw, Lz los que ifidica la

,

Afirmaciones Razones\

4. L14 m

5 . ,O,ABG iBCI

6.. AG ,-BI

7. AGED y BIFE eon

paralelogramos

8. AG DE y BI EF

1. Por.el teorema 9-9,

2. Hip6tesis

3. Por el terema 9-11

4. Por.el-teorema 9-9

5. A.L.A.
,

6. Definkcidn de trigngulos

congruentes

.-/. Definici6n de paralelogramos

Los lados opuestos dp un

paralelogramo'sqn congruentes.
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Esto demuestra el reorema pars el caso-en que las dos secantes
no son,paralelas y cortan a Li en dos puntos diferentes. Los otros

casos

(1) Si las dos secantes son paralelas, como T2 y T3 err.la figura,

entonces el teorema es cierto,, porque los.lados opuestos de un 4

.paralelogramo son congruences. (Ar, si AG = GH, pe deduce que
DE = EF.)

(2) 9i las d s secantes se/intersecan en A, como TL y T3 en la

figura, entonces 1 teorema es cierto; de hecho, ya hemos demostkado
que si AB = BC, entonces AG = GH.

El siguiente corolario es'una generalización del teorema 9-26.
Corolario 9-26-1. Si tres 0 más rectas paralelas recortan

segmentos congruentes-en una secante, entonces recortan' segmentos

congruentes en cualquier otra secante.

Esto es,,dado qtie

A1A2= A2A3= A3A4=

se deduce que

B1B2= B2B3= B3B4

A

y asf sucesivathente. Esto se demuestra mediante repetida6 aplica-
.

clones del teorema que acabamos.de demostrar.

(
('
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('Pefinici gsdn: Dos o m cohjuntos son calsurrenties, s ,haj un

punto que pertenece a todos los c9njuntos.

,En.particular, tres o mgs rectas son concurrentes, si codas

papan por un punto.

\

El teorema siguiente es una aplicación Interesante del corolario

9-26-1.

Teortma 9-27. Las medianas de un trigngulo son concurrentes en

un punto que estg a dos tercios de la distanCia de cualquier vértice

al punto medio del lado opuesto.

Datos: En el AABC, D,.E, y F son

los puntos medios de BC, CA y AB,

respectvamente.

Demostrar: Hay un punto P que estg

en AD, BE y CF; y AP 2AD, BP
2

3
2

CP . -3TF.

BosquejO de la demostraci6h:

/)
(1)

aft

Sean L
1,

L
2'

L
3'

L y L
5'

con L
3

AD, cinco rectas paralelas,

que dividen a CB en cuatro segmehtos cOngruentes.' Entonces
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(a) L3, L4, L5 dividen a AC en dos segmentos congruentes, y,

por lo tanto, E esti en L4.

(b) Li, L2, L3, L4 dividen a BE en tres segmentos coingruentes,
.

y por eso,st P es el punto de intersecci6n de AD y BE,

(2)

2entonces BP
3

= -aE.
.

De la misma manera, con rectas paralelas a 0, encontramos que1_
si P' es la intersecCión de BE y CF, entonces BP' = 2BE..

3 .

(3) De (1) y (2), y del teorema obtenemos que P' = P Y)

poi; lo tanto .las tres medianas son concurrentes.

(4) .Coino sabemos ahora que CF pasa por P, podemos fAcilmente

deducir que CP = 2CF, de la figura. de (1), y en forma
3

anAloga, de la figurade (2), que AP =
2
3
AD.

Definici6n: El centroide de un trigngulo es ol puntb de concurso
Th

de las medianas.

Con'unto prti)blemas 9-7

1. Datos: AB = BC,

AR !IBS IICT,

.RX

a. Demtiestra 'clue ZY = YX.

b. ITendrgn *A-76, TR y que

,estar en un plano pqra que

puedas llevar a cabo la

demostraci6n?
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2. El progedimiento ilustrado a la

derecha puede seguirse para ralyar

una hoja de papel, B, en columnas 1

de igual ancho. Si A es una hoja

corriente de papel rayado y B es

una segunda hoja colocada sobre

ella en la forma indicada, explica

por qué OP1 = P1P2 = P2P3:= P3P4

P4P5 !SQ.,

3. Divide un segmento dado AB en cinco parteScongruentes mediante
,

.

el siguiente proceamiento:
-.

(1) Traza el.rayo AR (no alineado con Wi).

(2); .Usa tu regla p ra marcar segmentoS congruentes AN1,...N1N2,

N2N3, N3N4 y N1N5 de cualquier longitud conveniente.

(3) Traza N
5
B.

1 1

(4) Nide el LAN
5
B y

'

'con tu.transportador, dibuja Arigulos

correspondientv congruentes al LAN5B con verticeS en

N4, N3, N2.y N1.
'

Ekplica'por que AB estA dividido en partescongruentes.

4. Las medianas del pABC se

encuentran en.Q, segdn se

've en la figura.

Si BF = 18, AQ = 10,

CM = 9, entonces BQ =

QH =. CQ A

5. En el triAngulo equilátero PABC, si una Mediana tiene 15 pulgadas

: de longitud, 4cuA1 es la distancia del centroide a A? 'LY al

punto medio de AB? LY al lado AC?
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*6. Datos: GM biseca a AB en M.

Bq biseca a CM en P.

Demuestra.que Q es un pdnto

de trisección de AC; es decir,

AQ = 2QC.

(Sugerencia: Sobre el rayo

opuesto a CB toma el punto E

de manera que CE = CB, y.
, .

muestra que BQ está contenido

gn una mediana-del AABE.)

*7. En cada uno de lossiguigntes

*8.

casos, Lculil es el menor ndmero

de segmentos congruentes en pe
AC puede ser dividido por algdn

conjunto de paralelas con igual

separaci6n una de otra y que
4-+ 1--+ 4-+

incluya las.paralelas AR, BS y CT?

a. AB = 2 y BC = 1
1

b. AB = l y BC - 1
3

c. AB = 21 y BC = 6

d. AB = 1.414 y BC = 1

e. AB =,17 y BC = 1

9-7

0.11.

Demuestra que las rectas (pie pasan por vertices opuestos de

un paralelogramo y por Aos puntos medios de los lados opuestos_

trisecan.a una diagonal.

(Sugerencia: Por un extremo de la diagonal, traza una paralela

a una de las rectas.)

Datos: ABCD es un paralelogramo,

X, Y son puntos medios.

Demuestra que 'AT = TQ = QC.

2

'41
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.Problemas de repa-so

1 Indica si cada una de las siguiente§ afirmaciones es cierta

en TODOS los casos, cierta en ALGUNOS casos y falsa en Otros,

o cierta en NINGUN caso, marcando,la pregunta con la letra,

T, A o N:

a: Segmentos'rectillneos en #1 mismo plA22_94 no tengan punto

comdn alguno son paralelos.

b. Si dos lados de un cuadr Igtero ABCD son paralelos, entonces

ABCD es un trapecio.

t. Dos gngulos en un plano que'tienen %Vs lados respectivamente

perpendiculares son congruentes:

-d. Si dos rectas paralelas son cortadas.por.una secante,

entonces un par de- 4ngulos alternos externosson congruentes.

\
e. Si dos rectas son cortadas por una,.secante,,en onces los

rayos que bisecan a un par de Angulos Alternos n ternos son

paralelos.

f. Enunplam,siunarectaesparalel. de'doo.
A
rpctas

paralelas, es paralela a la otra. \
,

g.si En un plan6, dos rectas o son paralelas4se intersecan.
1

h. En un Paralelogramo, los Angulos opuestos son suplemehtarios.

i. Las diagonales deun rombo se bisecah.

J., Todos los ángulos externds de un trigngulo'son Agudos.

290
IMMMONW
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k. Un cuadrilAtero que tiene dos,Angulos opuestos rectos es

un rectAngulo.

1. Las diagonales de un rombo son congruentes.

m. Si un cuadrilAtero es equilAterO, entonces todos sus Angulos

son 4ongtuentes.

Si dos lados opuestos de un cuadrilAtero son congruentea y

tros dos lados son paralelos, el cuadrilAtero es un

paral og amo.

o. las di nalevde un rombo bisecan a los Angulos del rombo.

p. Si las diagonale04e un paralelogramo son perpendiculares,

. , el.parlile.logramoes gn cuadrado.

Si-una mediana.de un lado de un triAngulo no es una altura,

loa'otros dos ládos tienen longftudes desiguales.

r.. CuglquieFa de las.diagonales de un paTalelogIlamo fovma

dos,triAngulps congtuentes con lOs.lados.

s. Si gna diagonal de un cuadrilAtercilo divide en dos tKiAngulos

Congruentes, el'cuadrilAtero es.un patalelogramo.

rectas son cortadas por una secante, los Angulos

alternos internos son congruentes.

"Loa.cUatro lados de un rectAngulo son congruentes.

.:v, :Los cuatro Angulos de un rombo soh congruentes.

yn-cuadrado es un r mbo. ;

Un,cuadrado es un r ctangulo.

Determina si la siguiente informaci6n acerca de un cuadrilátero'

bastarfa para demódtrar que es un paralelogramo; o un cuadrador
A

ccun.tottibo; o un rectAngulo.. Considera cada parte de la infor-

' maci6fi por separado.

a. Sus diagonales se bispCan.

SUS diagonales son congruentes.

c. Es equilAtero.

cE. Es equilAterO y equiAngulo.

e. Una diagonal biseCa a dosAngulds,

f. Cada dos lados.optestos son congruentes.

g. Hay dos laaos consecutivos que son congruentes y perpendiculares

h. Las diagonales son perpendiculares.

.*

C.

29 o'
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i. Cada dos Anigulos opuestos son congruentes.

j.. Cada diagonal biseca a dos Angulos:

kObada dos Angulos consecutivos son suplementarios.
,

I. Cada dos lados consecutivos'son congruentes.

3. LA y LB tienen sus lados respectivamente paralelos.

a ., Si solamente un par de lados correspondientes se exti&nden
.

ep la misma direccidn, los Angurbs son

b. Si los lados correspondientes se extienden en direcciones

opuestas, entonces los Angulos son

En los problemas 4, 5 y 6 siguientes, escoge la palabra o frase

que hace cierta la afirmaci6n.

4. Las bisectrices de los Angulos opuestos de un paralelogramo
.no equildtero (a) coinciden, .(b) son perpendiculares,

(c).se intersecan pero noson perpendiculares, (d) son paralelas.

5. La figutko, formada al unir los puntos medios consecutivos de los

lados de un rombo es (a) un rombo, (b) un rectAngulo, (c/l un

quadrado: (d) Ringuna.de las alternativas anteriores.

*6. La figura formada al unir los puntos medros consecutivos de los

lSdos del CuadrilAterro ABCD es un cuadrado (a) si, y solamente

si, las diagonales de ABCD Non congruentes y perpendiculares,

(b) si, y solamente si, las diagonales de ABCD son congruentes,

(c). si, y solamente si, ABCD es un cuadrado, (d) si, y solamente,
si, las diagonales de ABCD son perpendiculares.

-7. En la cbiumna que sigue a la izquterda se especifican ciertas

condiciones .En la columna de la derecha, se dejan pars que

'completes algunas conclusiones deducibles.

,Dato: MW y son

diagonales de MKWR.

290
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if Conclusion!s

a. MKWR es un paralelOgramo, m L d = m L RWK. .

m La =.30 y mL WKM = 116.

b. MKWR es un rectángulo y m L d m Lb la

L a = 30.

C MKWR es un rombo, mL a't 30 mL y RK =
y MK =t.64

8. Datos: En la figura,.

AE = EB, GF = 8,

tT = FB, DE 11 CB.

Ha lla DG.

9 . i el perfmetro (suma de las longitudee de los' lados de up

trigngulo es 158 pulgadas, icugl es e,1 perfmetro dec.i1iangu10

formado al unir los puntos medios la.dos,del prEmer

ti-igngulo?

10. a. Si mL A = 30 y mL C.= 25,

,11

-Lcugl es la medida del LCBD?

b. Si mLA\= a y mL C =

Lcu to es raL CBD?; Ly mL ABC?

I
Demuestra gue la medida del LE,

formado Oor la bisectriz del

LABC y la bisectikz del gngulo

. externo LACD del AABd, es igual..
1

a TILA
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12. En la figura, Al g biseca

al LBEF, mz G .4 90. Si la

sedida del LGEF 25, Lcual es

.1a medida (fel LGFD?

13. Datp: AB y CD se.bisecan en

Demuestra..que AC IIBD.

, k

14. Datos: ABCD eg un'paralelogram

con diagonales AG y DB;
-j,

\ P-= RC s< 2-AC .

emuestra que IVBR es. up
,

paralelogramo.

Ai

15.129muestra que es cierto.o falso lo siguiente:

AK
S4un cuadrilgtero tiene,un par de lados paralelos y un par dr

s

.

lados congruentes, entoncps el.cuadrilgtero es un parale1ogra4p.
..,..-.4.1

*16:1En el 4ABC, la MediaA AM es.6ongruente a MC: DemdeStedAn--
/

. el. &ABC es un trigngulo rpctgngulo. ._

17. 'Demuestra que si las
4

"bisectries de dos gngulos Consecutivos

.:de un paralelograpo se inter can, son perpendiculares entre sf..
f

I .



*18. Datos: ABCDS ea un pentágono

segdn aparece en la figura,4.-
;AE,11 CD, AE us CD, p es el punto

medto de AB, K es 11 punto medio
'de:5C, MM 1.0.

2 ,

Demuestra.que KE biseca a PM.

3

. 19. Cuando un rayo de luz se refleja sobre'una super4cie lisa, el
Angulo entre.el rayo incidente y la'superfTcie es congruente
al Angulo entre el rayo reflejado y.la superficie: En la figura
siguiente, smz,ABC - 90, m LB D 75 y el rayo forma un
gngula..de 350 con AB.'''Copia 11 figura'Y.completa 14 trayectokfa

rayede luz cUanao se re leja sobre AB, sobre sobre DC y
.de nueyo aobre AB. lSegdn q 6 Angulo se refleja sobre 'AB el rayo

(

4=1de luz Ia segunda vez?

30:
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.20. e da,.el triAngulo ABC en el que AR y.CS son medianas. Si

%slpr ongamos AR su propia lonlgud-hasta D, y si prolongamos CS

su propia'iongitud hasta F, emUestra que.F, B y D, seftaladOs

.en la figura, estAn alineklos.

L

5.

A

A

J

4

j,
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Capitulo 10

PARALELAS EN EL ESPACIO

10-1. Planos paralelos

Deflnición: Dos planos, o un plano y una recta, son paralelos

.si no se intersecan.

Si los pianos El y g2 son piiralelos escribimos EiII E2; si la

recta L y el plano E son paralelos escribimos LIIE 0 Ell L. Como

veremos pronto, ias paralelas en el espacio se comportan de manera

algo parecida a las rectv paralelas en un piano. Para estudiarlas

no necesitamos nuevos postulados.

Sin embargo, a pesar de las 'semejanzas, es necesario, al estudJar
4

teoremas y sus demostraciones en este cdpftülo, distinguir cuidadosa-

mente entre rectas paratelas y plados.paralelos. Dos.planos

paralelos, como E y F de la primera de las figuras siguientes,con-

tienen rectas tales como L1 y L2, que no son paralelasiOt la segunda

figura presenta las rectas paralelas M1 y M2 que están en los pianos

qua se cortan, G. y .H.

L,
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El teorema stgtlienteldeactibe una situación corripnte en la slue,

planos'Paralelos y rectas p alelas'aparecen endalOisma figura.

.

Teorema 10-1. Si un- plario corta a dos\planos paralelo,s, entonces
. . ,

la interseCción consiste en dOs recta's, partlelhs. 1

, I.

Demostración: Sea dado un plano E,*que-oNorta a dos planos

paralelos El y E2.. Por el pos't,ulado 8, las intersecciones son las

rectas L
1
'y.L Estas rectas estgn en el mismo plAno E; y no tienen

, .

punto comdn alguno porque E
1
.y E no\tienen ningdn

Por lo'tanto, son paralelas, por la definición de rectas paralelas.

Teorema 10-2, Si una recta eii) perpendicular a uno.de do's pianos

...paralelos, es perOendicular al otro.

3 Vi



- 297 io-i
Demostrati6n: Sean los pianos El y E2 paralelos, y sea la

recta L perpendivlar a El. En ;2 tomemos un punto 166 que no esté

en L,y sea E el piano determinado por L y A. Por el teorema prece-
dente, la tersecci6n de E con El y E2 consipte, en las rectas para-

,

1elas L1 y 2. L1L1, porque L1E1, y asi, por el teorema 9-12

( reptisal0 , L Ahora tomamos uh punto A, en E
2'

pero do en

y repetlmos.el. proceso.. Asi conseguimog4os rectas en, E
2'

cada una

perpendicular a L, y, por tanto, LIE2, por el teorema 8-3.

Teorema 10-3, Dos planog perpendiculares a la misma recta.isOn

paralelos..

Demostración: La figura de la izquierda inuestra lo que ocurre

Nand? Ell'L en P y E21 L en Q. Queremos demostrar que El
I

E
2

Si E
1,

y E2 Po son paralelos, se cortan. Sea R un punto comdn.
1140. +44*

Consideremos las tectas PR y QR. Enton,ces L 1 PR y L 1 Qg, porque

L es perpendicular a toda recta en El que pasa por y a.toda recta
'4.

en E2 q4e [Asa por Q. Esto nos da dos perpendiculares a una recta

-desde un 'punto externo a ella, lo que es imposible, por el teorema 6-3.
4

Corolario 10-3-1. Si dos planos son paralelbs a un tercer Lino,

son paralelos entre sf.
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Demostracidn: Sea Ell'. E3y 1211E3. Sea L una recta perpendicular

a E
3

Por el
(

teorema 10-2, L LE
1
yLlE

2.
Aar, E

1
yE

2
son perpen-

diculares a L, y EiII E2, por el teorema 10-3.

Teorema 10-4. Dos'rectas perpeOiculari4s al mismo plano son

paralelas.

Dematraci8n: Por el teorema 8-8 dos rectas teles están en un

mitmo plano. Como son perpendiculares al plano dadO, digamos en-

los puntos A y 8, son perpendiculares a TA. Por lo tanto,00r el

teorema 9,2 son paralelas.

Corolario Un plano perpendicular a una de dos rectas

paralelios es plrpendicular a la otra.

,)

..,

.o Demostraoi6n: SeaL1 11L
2

yL1 1E. Sea L
3
una recta perpendicula

. .
. . .

a,E y que Nita por cualquier punto kde L
2

. 1
3

existe por el teorem
.- A

8-10. EntOnces, por erteorema 10-4, L II L
3*

pot lo tanto, por dl

postulado de,14s paralelas, L3 L2; y asi L21 E.

Corolario 10-4-2. Si dos rectas son paralelas a una tercera, so
_

paralelas entre.sf.

DemqstraciOn:"Sea1AL
2 1 3

SeaEup perpendicula
11

-a LI. Por el, corOlario-ant'erior, E 11,2 y El L3; y, por i tanto,

en virtud del tèorema anterior, L211L3.

,

30:u
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Weorema 0-5. Dos pianos paralelos son equidistantes en toda
#

su extension. Es decir, todos los segmentos perpendiculares a los
dos planos y con'sus extremos'en los pianos tienen la misma lonetud:

DemostraciOn: Sean PQ y RS segmentos perpendiculares entre los
pianos para1e1osE

1
y E

2. Por el teorema 10-2, cada uno de los segmentos

1es perpendicular.a cada uno de los planos. Por el teorema 10-4,
4...4. 4-4 4-+
PQ 11 RS; y esto'significa, en particular, que PQ y RS estAnien el

mismo plano E. Por el teorema 10-1, QR 11 PS. Por lo tahto, PQM-

es un paralelogramo. Los lados opuestos de un paralelogramo I3on

congruentes. 'Por lo tanto, .PQ Esto. es lo que se querfa

demostrar. (Obviamente PQRS es un rectángulo, pero esto no tiene

por qué menciOnarse'en la demostraci6n.)

Or.

Conjunto de problemas 10-1

. 1. Haz.urpequeno dibujo que ilustre la hip6tesis de cada una de las

siguientes afirmaciones, y debajo de cada dibujo indica si la

// afirmaciOn es cierta o falsa.

a. Si una recta es perpendicular a uno de dos planos paralelos,

es perpendicular al otro.

b. Dos rectas paralelas al mismo plaqo pueden ser perpendiculares

entre sf.

C. Dos °pianos perpendiculares a.la misma recta y eden cortarse.

d: Si un plano interseca a dos pianos que ae cOrtan, lag rectas

de intersección puqden ser_paralelas..
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e. Si dos planos son ambos perpendiculares a cada una

rectas paralelas, los segmentos de las dos rectas compren-

didos erqre los planos son congruentes.

f. Si dos planos, perpendiculares a la misma recta, son cortados

por un tercer piano, las.reCtas de intersección son para-
.

'lelas.
A

g. Si una recta estai en un plano, una perpendicular a la recta

es perpendicular al plano.

h. Si una recta está en un piano, una perpendicular al piano

en algdn punto de la recta es perpendicular a la recta.

i. Si 4los rectas son paralelas, todo plano que contiene solamen

a una de ellas es paralelo a la otra.

j. Si dos rectas son paralela4, toda recta que corta a una de

ellas corta a la otra.

k. Si dos planos,son paralelos, cualquier recta ep uno de ellos

es paralela al otro.

1. Si dos plahos son paralelos, cualquier recta en uno de ellos

es paralela a aualquier recpa en ei otro.

2. Dadas las rectas L
1

5,4,
2

que cortan

a .los planos paralelos m, n p en

los puntos A, B, C y X, Y, Z, siendo

B el punto medio de C.

Demuestra que XY Y

."1

tfit-f,,)
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3. Datos: El piano sI piano r,
ABIr, CX CY en el plano s.
Demuestra que' AX AY.

4.

*6.

Datos: A, C en m; 111, D en n,

mIAB, nIAB, mICD.
Demuestra que nI CD.

Datos: En la figura, m n,
ABI n, CD n.
Demuestra que AD = CB.

IAA plahos E y F ,son perpendiculares
a AB , Las-rectas BK y BH, en el
pilano F, determinan con n dos

I

Slanos que cortan a E en AD'y AC.
eindican algunas longitudes en

la figura..

t.

10-1

(41/4 30t,
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LSon paralelogramos BKDA y BACH? tPodrAs describirlOs en

mayor detalle? LEs ABHK 2 ACAD? tPuedes dar la longttud

de CD?

*7. En la fAura, los semiplanos

n y m tienbn una arista comdn
4-4
AB y oortan a los planos

paralelos s y t en las rectas

sAD, AE, BGt; y tP, segdn se

; 'muestra 01 la misma figura,

ueStra que zDAVazGBF.

A

4

*8. Muestra cdmo determinar un plano que contenga a una de dos

rectas alabeadas y sea paralelo a la otra. Degidestea la validez

de 41 construcción.

*9. Datos: PL'y PM estAn en el'

;piano E, SM_LMP, RL II SM.

Demuestra gue RLjE, SMIE.

(Sugerencia: -En P, dibuja QP1I no.)

10-2. Angulos diedros, planos perpendiculares

Hemos considerado la perpendicularidad entre dos rectas, y entre

una recta y un. lano. Tooeavia no, hedos definido la perpendiculArtdad

entre dos planos. Estw.se.puede hacer de varias maneras,-y escogembs

la qué tiene mAs estrechaahalogta cOn la definici6n de rectas

perpendicularea.

Definiciones; tin ATI.° diedrodis la reunion de una rec`ta y dos

semiplanos no coplanarios que denen la recta como aripta comdn.

(Compara con la definicidn de Angulo en el .capitulo 4.) La recta se

llama la arista del Angulo diedro.. La reunión de la larrista y.

cualquiera. de 1,os se4p1anos se llama una cara, o lado, del Angulo

diedro.

Ab
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4-4

Si PQ es la arista,yAyBpuntos en caras diferentes, .4ndicamos

-O. Angulo diedto pot LA-PQ-11.-

/De modo anglogo lo explicado en las pAginas 94 y 95, vemos

que dos planos que se cortan determinan cuatro Angulos diedros.

C

0
Palabras tiles como opuestos/pOr la ariSta; interior, exterior, etc.

se pueden aplicar .a los Angulos iedros. Las .definiciones de estos

t4rminos quedan como ejercicio para el alumno%

Para definir Angulos diedros rectos, sin embargo, necesitamoa
,

hablar acerca de la medida de un Angulo diedro. Pudiera uno pensar
0

en la necesidad de introducir cuatro nuevos postplados, anglogos a

los de la secci6n 4-3. Sin embargo, esto no es necesario, pOrque
-
podemos relacionar cada Angulo diedro con un Angulo corriente,fasf:

6-
. ,

-,

31
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Definición: Por cualquier punto de la arista da Angulo diedro

trazamos dmplano perpendicular a ia arista, que corta a.-cada una

de las caras en un rayo. El AngUlo.formado por estos rayos se 114Lma

Angulo rectilfneo correspondtente al dtedró, o Angulo. plano del
. diedro.

Los lados del Angulo rectillneo son perpendiculares.a la arista -
I

del'4ngulo'diedro, de TOdo que, otra manera de definir el AngulO

,rectilfneo serfa como el Angulo lormado por dos rayos, uno en cada
cara äei Angulo diedro, y perpendiculares a su arista en el migmo
punto.

Es natural ahora que'Usemos la medida del' Angulo rectilfneo como

una medida del diedro, pero antes de liacerlo-asf deberemos.demostrar

que dos Angulos rectAlfneos cuesquiera de-un diedro tienen la misma
medida.

Teorema 10-6. Dos Angulos rectilfneos cualesqui ra de un Angulo
diedro dado son congruentes.

Tigura A Figura B

Demostracion: Sean V y S los vertices de dos Angulos rectilfneos

del diedro LA-PQ-B. (Figura A) Sobre los lados del LV, tomemos

puntos U y W, distintos de V. Sobre los lados del LS, tomemos puntos

'RyTtales que SR =-VU, ST = VW. (Figura B) VUySR estAn en un

mismo plano y son perpendiculares a PQ; por consiguiente, son paralelo

por el teorema 9-2. Ahora, por el teorema 9-20 (repAsalo), VURS

es .un paralelogramo y UR = VS y UR IIVS., AnAlogamente, WT = VS, y

WT II VS. Por tanto, UR ...WT y'UR II WT, esto dltimo se, deduce del

corolario 10-472. Asi, pues, URTW es un paralelogramo y UW.= RT.

S'egdn el teoema L.L.L., AUVW = ARST, y entonces m ZUVW = mLRST.

t
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Podemos, pues, proponer las siguientes definiciones:

Definiciones: La medida de un Arsgulo,diedro es el ndmero real
..

que es la medida de cuaIquiera de sus Angulds rectilinevA Un

Angulo diedro seJlama Angulo dlectto rectd si sus Angulos rectilineos

son rectos.' Dos plAnos son perpendiculares st determinan diedros

Las siguientes son algunaa consecuen'cias inmediatAs de estas

rectos,
7/.

definiciones. De'jamos las demostracione's como ejercicios.
,

Corolario 10-6-1. Si una recta es perpendicular a un piano,

entonces,cualquier piano .que contenga este recta es perpendicular
al plano dado.

Datos : AB 1E, F contiene a AB.

Demuestra que, F 1E .

(Sugerensia : n E, dibujemos

BC I PQ.)
k

Corolario 1076-2.'s Si dos planos son perpenqiculares, entonces

Cualquier recta en 'uno de ellos perpendicular a su recta de
intersecci6n, es perpendicular al otro piano.

(Sugerencia: En la figura anterior, dado Fi E y11.1,1Q;
deinuestra qqr LE.7 'roma como antes.)

ConAunto, dé.probletas 10-2

'1.0 Nombra seis Adgulos diedros 'en 4a

figura tridimensional de la

. derecha. Im

1
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2. Cada uno de los segmentos AP,

BP y CP es perpendie_uhd a,lod.

otros dos. a 45.

Cuálesla meaid.* del LC-PA-B?;

ael LCAB?

4

a

un pequefto dibujo que lustre la hipOteLiside cadauna de'

las, siguientes afirmaciones, e inaica luego ai cada una esN

cierta .(1) o falsa (0):

a, Si un plano y.una recta que no est4 en 41 son ambos
. ,

perpendiculaves a la misma recta, son paralelos entre si.-

b. Si un piano y unasrecta que no .6.0t.4 en Al son ambos

paralos a 1a mismà reeta, son Paralelos 'entre si.

c. Si los planos paralelos E y F son.cortados por el plano Q,

las reotas de idIerseCci6n'son'perpendicu1ares.

d. Si do8 pianos son paralelos a.la misma recLa son paralelos
,

e
e entre si.

e, Dos rectas paralelas al mismo planb -son Paralelas._entre-st.

f. 'Los segmentos de,rectas-patalel prenados entre dot

planos paralelos son congipentes.

. Si los pianos E y F son perpendiculares a 0, entoncesse
/

'cortan en la recta. RQ.
.

.---

h. 'Dos planqs pependiculares.al misMo'plaho son paralelos.
v .

J.. aos rectas perpendictAares'a la misma:reQta en el Mismo punto
. ,

sontperpendiculare's.epte sL

Uqplano perpendicular a uno de dos pianos que,-se cortan\
. ..p. .

1
.

necesariamente,corta:al otro. ...

. . . -.
. ,

. Si cada.uno dedbs plan s que se cortan es ,perpendd.cular a

un tvder plano, la rect n que.ae cortan es perpendicular

al tercer Plano.

Demuestra. que Si cada unO de dos pianos que se. cortan

perpendicular a un tercek.planoi sia 1.ritersecci6n es perpgndicuLar

4 ;



.,

,

al tercer piano.

Datos: Ls planos'r y s

se bortin en 5q (P se toma,

por coRveniencia, en el.

piano E), rIE y

Demuestra que QP1.E. 9

3077

(Sugerencia: En el piano E,

dibtqa X13.1 pc y también'

YPI AB, y aplica el corolario

10-6-2.)

CD y FH sori perpendiculares.al

. piano E. Otra informacial

aparece.en la figura:

X ;ni= ? ; Y

tee

046 dos segmentos tienerela

mismaslongitud?.

,

.1

*6. Demuestra el siguiente tdorema: St tres Planos El E2 y El se

cortan dos a dos.), determinan tres-rectas1 ,14 y L
23'.12, 13'

'entonces o las tres rectas so1 concurrentes o dada par de dichas

rectas son paralelas..

(Sugerencia: La figura

muestra El y E2 que se

*encuentran en . Si
12

E
3

II L
12'

LserAn concurrentes

.o paralelas.las tres rectas

L
2:

L
13

3h4
23

? Presentq una-.
1 .. :

:demotracion. gt E3 corta.a

L
12

en aliOn punto P, IserAn
.

las tres rectas,concurrentes o

paralela0 Presenta dna demostracOn.)

a

31
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.Teorema de Desarauss. St:d

ntl paralelos,son'tales que as rect Ape unen log v6rticed
. ,

.

coirespondientes'sonon4Jrntes en up punto,.entonces si las
. s

rectas-lados correspqnafØthes se cortan sus puntoo de. inter-
.,

sección están alineados.

,4 ,

'.4.*

e triAngulog que egt.dn en pianos

De otro modo: .Dados los.triAnguloSABC ytfAAWV' eft pianos no

'patalelos,, de thanea, que 170, BB-fly CC' se cortarken U, sea X led
. +

puhto de intersecci6n de lag rettas CB y C'B", Y el punto d6

Intersecci6n de CA y.CIA', y 4 el*de.n y.A'B'. Demuegtra que

los Ohtos X, Y, Z estAn.en una recta.

PtoYecciones ..,
Indudablemente que has vigto un proyectoe que proyedta cada punto

de una diapositiva en una pantalla. 'Cada figura en la diepositiva

se proyecta como una figuraampliada en la.pantalla. En esta

sectiOn notarás ,ciertas'diferencias y ciertas semejanzas entre este

tipo.conocido.de proyecci6n y la clase'de proyección geom4trica que,

ptesentaremog.

Definici6ru. La proyeC'ci6n de un Ruato sobre un''plano es et pie

de la petpendicular que va del punto al piano. (Por el teotema 8-10

esta*perpendicular existe y es dnica4
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ft

En la figura, Q.es Ia proyección de P sobre E.

10-.3

peflnlción: La.prdyección de -Lula recta sobre un plan() ea el

conjunto.de puntos que son proyecciones sobre el piano de aos puntos
de la recta.

41

'En la figura, P' es la proy cci6n de P,,Q' es la proyección.de,

Q, y asf sucesivamente. Tal parece que la proyección de una reeta

es una recta; y, de hecho, elto es siempre cierto, excepto cuando
4la recta y. el plano.son perpendiculares.

Teorema 10-7. La proyecci6n de una recta pobre un plano es una

recta, a menolo que la recta y el plano sean perpendiculares. c
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emostracidn: 'Sea L una recta no perpendicular al piano E.

caso 14 L estA en E. Entonees todo punt() de L estA en E y es

sti propra proyeccidn. (Es decir, una recta que pasa por un punto P,

y es perpendicular a E, torte a E en IP.) Asf, la proyección de L es

justamente L misma,.y, por'tanto, es ciertamente una recta..

,
Caao 2. L n6 estA en E. Sea P.un punto de que no est.4..en'Er

sea P' la'proyección de P sobre E, y sea-F el piano determinado por .

las rectas L y Pp' que se cortan. F y tienen el punto comdn P',

y, por tanto, se intersecan en una recta que llamaremos

. (Postulado 8 ) Queremos demostrar que L' ea la proYección de L.

Para hacer esto, debemos mostrar dos cosas:

(1) Si R es un,punto de L, entonces su proyecci&.es un punto
A

de Lt. Esto nos demuestra que la proyeccidn de L estA en

o no nos asegura que la proyeccidn.de L es la

tote dqd de L'. Para mostrar esto, deberemos prober

que

(2> Si es cualquier purieo de L', habrA unTunto S de L cuya

: proyección es SJ.
Ili c

Podemos demostrar estas dos partes del caso 2 como sigue:

Demostreción de (1): Si R = P, entonces R' = P',.y asf, R' estA

en L". Por tanto, supongamos que R es difererrte de P., Entonces

PP' y RR' eitAn en un mismo Tlano, por el teorema 8-8, . Como.

F es el dnico plano que cont,iene a P, R y P' (PostuladO 7),

R' estA en F. Aora, R' .est.4 también en E. Por lo'tanto, R'

estA en Ld; yd que L', siendo la intersección de E F, contiene

a todos los puntos comunes a E y F.

Demostracidn de (2): Si S' es tualquier punto.de L', entonces

la recta M que pasa por-S' y es porpenictilar a E estA en lin .

piano con /615' (o coincide con PP' Si S' = P'), y por eso, estA

en F. Por lo tanto, M corta a L (Lpor que?) en algdn punto S.

.S' es 16 proyeccidp dg S. Esto complete la demostreción del

teorema 10-7.
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Si una Leta es perpendicular a up piano, su proyecci6n sobre

el, piano es un solo punto. .

La idea de proyección puede adt irse,c6h.payqx generalldado.

para 'cualquier cOnjunto. de. puntos. Se'A esun..cdnjunto de puntos,

.entonces la.proyecelp'de A aobrd el.plano'E "03 senci114mente'er

conjunto de todas'las proyecciones de OurAbs de A. Por ejemplo,

la proyección de un triángulo es nralmente.uz triAngulo, aumfue
en a lgunos cagos elc'eepcionsies Puede.ser_un segment°.

,

,

A la izquierda, La proyeccidel APQR es el ASTU.
. A la derecha,

platio que contiene al APQR es perpendicular a E, de.manera que la

proyección del APQR es sencillamente el segmento

Con unto de Troblemas 10-3

1. Usando id clase de proydcci6n explieada en la secdi&

contesta las.diguientes preguntas:
%

a. 1SerA siempre un punto la proyección de un punto?

b. 4SerA siempre un segmento la proyeccie-imm-7segmento?

c. 1PodrA er un rayo la,proyección.de un Angulo? lPodrá ser

una recta?;.tun Angulo?

d. 1PodtA ser un Angyilo obtuso la proyeeci6n de un Angulo

agudo?

e. LEa siempriein Angulo relDto la proyecciOn de un Angulo

recto?

310

el
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f. zPodra seela lortgitud db la proyecci6n de un segmento-

mayqr que la longitud del segmento?
4

2. a. Si dos segmeAtos son congruentes, oerAn ccingruentes sus
proyecciones?

b. Si dos rebtas se cortan, lpodrán sus(proyecciones ser dos
rectasspara4elas?

c. Si dos rectas no se cortan, lpodcán sus proyecciones ser,

dos rectas que se cortan? -

d. Si dos segmentos son paralelos y congruentes, lserán

congruentes sus.proyecciones?

3. Dada la figura de la.derecha en la'

qub'AB no est..4 en el plano m, 'RV es
.1 La proyección de -5 sobre el plano m,

M es el punto medio de AB, y N es' la

proyebci6n de M, demuestra que N es

el Tunto'medio de KY.

Vista por Encim

'A

If

t,1)/q-
Vista pot &Krim
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.En el dibujo ingenieril la'vista'por encima o "planta" de un

cuerpo geométrico Nede considerarse como la prbyecciOn de los varios

0-3

segmenfos del cuerpo sobre un piano horizontal m, tal corm, se ve en

perspecOiva a la izquierda. La vista por encima tal como se,dibujarfa'

en la prActica aparece a la derectia. (No tratamos de indicar aquf

las dimensiones de los segmentos.) .

a: Dibuja una vista de frente del cuerpo ilustrado en la

pAgina anteri6r; es desir, dibuja el resultado de

, proyectar los Segmentos del cuerpo sobre un plan()

paralelo a la cara del frente.

b. Oibuja la vista de perfil de la derecha del cuerpo.

5. La proyeccidn de un tetraedro

(plrAmide,triangular) sobre el

piano de su base puede parecerse

a la figura" de la derecha.' LEn

qud otra forma podrfa verse? °

6. Datos: BD es la proyeccidn de

BC sobre el piano m, AB estA en

el piano m, y el 4ABC es un

Angulo recto.
I

m
4

Demuestra que LABD es un Angulo

reCto..

(Sugerencia: SeamAE perpendicular

al plano m.)
4

A
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*7. Datos: AQ tiene la ptoyección

sobre.el plano m. 'AP es

cualquier otro rayo desde A en

el piano m. (Nota: El LQAR

se llama el Angulo de AQ con el

plano m.)

Demuestra que mZQAR<m LQAP.

(Sugerencia: Sea Q' la proyecciOn

de Q sobre m. Sobre AP tomemos

X de maner'a "que AX = AQ Dibuja

QQ', Q'X Y QX.)

*8. Si la diagonal de un cubo es,perpendicular a un plano dado, dibuj

la proyección sobre el piano de todas las aristas del cubo. (No

se
1

requiere una demostraciOn .)

Problemas de repaso

1. Supongamos que el Angulo A-AB-S

es un diedro agudo en el que P es

un punto de su arista.' aodemos

tomar en las dos carAs los rayos

PX y PY de manera que:

a. sea agudo el LXPY?

b. sea obtuso el ZXPY?

c. sea recto el LXPY?
2. Los planos r ys se cortan enn.

B es un punto enth T y Q. AB

estA en r. mLTBA 40 FB eseA

en S. m ZPBQ 9e71-Es el ZAN'.

un Angulo rectilmneo del diedro zT4is

1,PodrAs determiilar mLABF? Si puedes,

enuncia un teorema que justifique

tu conclusion.

ft



A

I)

- 319 - to

3. Los pianos x r se cortan en It.
B es un punto 'enEre K y(Q. BA est4b

r. BF estA.en x. m ZABK m 90.

- in zQBF m 90. 2,Es el 4FBA un AngUlo

rectilmneo del diedro ZQK?. Si,

eontestas que sI, enuncia un teorema

o dopinición que apoye tu respuesta; ,f

' Si .m z ABF m 80 , serA x? Si ri x ,

LcuAnto es m4:ABF?

4. Indica si cada una de las- siguientes afirmaciones es cierta en
todos los casos (T), cierta en algunos casos false en otros
(A) o cierta en.ping6n caso (N):

a. Dos rectas paralelts al mismo piano son perpendiculares
entre si. 4b, Si un piano rnterseca a cada uno de dos pianos Aue se

cortan, las rectas de intersecci6n son paralelas.
c. Si una recta estA en un plano, una perpendicular a la

recta es perpendicular al plano.
d. Si dos planos son paralelos, cualquier recta en uno de ellos

ed\paralela al otro.

e. Si dos planos son paralelos a la misma recta, son paralelos
entre sr.

1. Dos rectas perpendiculares a la misma recta en el mismo

punto son perpendiculares entre si.

g. Si Cada uno de dos planos que se cortan es perpenditular

a un tercer plano, su recta de intersección es perpendicular,

al tercer,plano.
h. La proyecci6n de un segmento es un segmento.

n,
1. La proyección de un Angulo çecto es un Angulo recto.

J. Segmentos congruentes tienen uecciones congruentes.
k. Dos rectas son paralelas si ambas on perpendiculares a la

misma recta.

1. Si un plano es perpendicular a cadfr uiia de dos rectas, las

dos rectas estrin en un Mismo plano.

m. Si un plano corta a otros dos pianos en rectas paralelas,

entonces los dos planos son paralelos.
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. n. Si un plano prta las caras de un Angulo diedro, la inter-

sección se llama un Angulo recall-I-leo correspondiente al.

Angulo diedro.

5. Datos: F es la proyecci& del

Punto A sobre el piano E. BH

,estA en,e1 piano E. El LFBH és,

un anguld recto.

Demuestra que el LABH es un Angulo

recto.

6. Datos: Los pianos X, Y y Z sop

paralelos segdn se ve en la figura,

A
estando CE en Z y,A en X, AC corta

a Y en B, y AErcorta a Y en D,

AB = BC, AC = CE.

Demuesra que BD = BA.

LI

7. Datos: R, Z,.Y, X 'son los puntos

.medios, respectivamente, de los

lados CB,.BA, AD, DC del cuadri-

létero no piano CBAD.

Demuestra que RZYX es un paralelo-

gramo.

*8. En la siguiente afirmación incompleta, es posible llenar los

espacios provistos en llneas sólidas cOn "la recta" o

piano" y los espacios en llneas de trazos con II o 1 de

ocho maneras que hagan cierta la oración completa. Da cinco

de esas maneras.

Si A'es a B es"

..... 4E.
a C, entonces A y B son

3 24
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*9. Datos: ABCD es un paralelogramo,

L estA en el [Aano de ABCD, y-
cada uno de AE, BF, XY, DH y CQ

es perpendicular a L.

Demuestra que AE + CG,.= BF + DH.

$`

4'

t.

4o



Apéndice I

- UNA TAQUICRAICACONVENIENTE

Hubo un tiempo en que era,necesario escribir con palabras toda

el 41Kpbra. Con Palabras edrias enunciar un problema algebraico

asi:

."Si cuadras un cierte ndinero,y después agregas cinco veces el

ndmero y luego restas seis, el resultado es. cero. Oué ndmeros
a

podrian ser elegidos como ntimero original?"

Este. problema .se puede escribir en la siguiente forma abreviada:

"Halla las raices de la ecuación x
2
+ 5x - 6 =.0..

La notacibil algebralCa es una taquigrafia muy conveniente.

Para hablar de conjuntos se inventó una taquigrafia anAloga. Una

vez que te acostumbres a ella, eaonomizarAs mucho tiempo,y espacio,

y si tu maestro no se opone, podrias utilizarla en tu trabajo

.escrito.

Empecemos con un diagrama y escribamos varias cosas acerca de.

pri'mero con pa1abras y luego en taquigrafia. L
A

H

Aqui vemos'una recta L, que separa el plan() E en dos semiplanos

y H .

1 2
'Mora digamos de dos maneras algurias cosas.

Con palabras En taquigrafia

1. El segmentoJQ estA en Hi.

2. La intersección de RS y L es

. T.

1. PQ c 1-11

2. RS L T
4
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- A-1 A-2

,
0 1__ 7

La .expreaidn abreviada PQC:H1 se lee de la misma manera' que

su coirespondiente expresión a la izquierda. En general, cuiindo

escribimos AC=B queremos decir que el.conjunto A estA contenido en

el conjunto B.
,

Una:expresfdri del tipo denota la intersección de los con

-juntos A y B. Observa.que 1os conjuntop PQ. y RS no se interseean.

Si convenimos en esCribir para el conjunto-vacfo el sfmbolo 0,

entonces podemoa-expresar esta condiciOn asf:

'Análogamente,

PQ fl RS = 0.

PQ n L =0
.y tambi4n .1

PQ n H2 0.

Desde luego, PQ es un'conjunto que est4 cOntenido.en H1. "Pero

el punto P es un miembro de 41: ,En taquigraffa lo escribimos asf:

POE H .

1,

Esto se lee, "P pe.r.tenece a H1".

",

La reunión de dos conjuntos A y B.se escribe AUB. Esto se

Lee, "A reunido con B", o.mejor "reunidn de A y'B". AnAlogamente,

'para la reunidn de tres conjuntos escribimos AU BU C. Por ejemplo,

en la figura anterior, el piano E es la reunión de 11. H
2

y L. POr
4

10 tanto,Todemos escribir

E H U H
2
U

Observa que en estg caso (y siempre), una formula que cOntiene

el signo significa que io que estA a la izquierda del signo..es lo

mismo que lo que estA a la derecha. El signo "=" es sencalaMente

una'abreviatura de la palabra "es", camo en la expresión 2 + 2 = 4,

quo dice que.dosImAs dos es cuatro.

4

3 -)
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COnujunt.0 de p.roblemas I

Con,sidera los conjuntos A, Bo Q, etc., de4nidps de laNsiguiente
manera:

A es el.Conjnto'de ebdos los medicos.

B es 'el.conjunto dp todos los abogados.

C -es el conjunto de todas las personas altas.

D es el conjuntp de todas las personas que tocan el violin.

E es el=conjunto de todas las.personas ganan.mucho dinero.

F es el conjunto de todos. los baloncelis4s.

Esgribe en forma abréviada.los siguientes enunciados:

.1. Todos los baloncelistas son altos.

2. Ningdn medico es un abogado.

Ningqn violinista gana much° dinerp, a menos que sea alto.

Ningdn baloncelista es un violinista.
VC" A.I

5. Todo aquel que sea un medico'y adem4s uwabogado puede'

también tocar-el violfn.'

Tpdo baloncelista que pueda tocar el yiolfn gana mucho

dinercs,.

7. El hombre, X es un violinists alto.

8. El hombre Y s un prólpeto abogado.,

9.-.E1 hombre Z e8 dn baloncelista alto.

-

32
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-Apéndice II .

(

POSTOLADO$ DE LA ADICION-Y DE IA MULTIPLICACION

.

Los m6todos para manejar los ndmeros reales mediante las opera-
,

ciones de sumar.y multiplicar, y las operaCiones asociadas de,.restar

y dividir están deternados por los oncostulados que aparecen
mAs adelante. En estos postulados y las demostraciones de los ".

teoremas que siguen se sobrentenderklAue todas las letras representan
'ndmeros reales.

A-1. (Clausura respecto 'X + y'eq,siempre un

"ndmero real.

A-2. (Ley asociativa de la adici6n) x +(y + z) =. (x + y) + z

A-3. (Ley gonmutativa de la adición) x+y=y+ x
A-4. (EAstencia del-0) Existe un ndmero dnico 0 tal que,

x + 0 = x para todo x. .*

K-5. (Existencia"de los negativos) Para cada x existe un

ndmero dnico -x tal que, x + (-x) = O.

M71., (Causura respect() de la multiplicaci6n), xy es siempre

un.ndmero 'real.
0

4

M-2., (Ley asociativa de la mu ltipli9ación) x(yz) = (xy)z

M-3. (Ley conmutativa de la multipliCación) xy =,yx.

M-4. (Existencia del 1) Exgste un ndmero dnico el tal que.
41.4

1 = x para todo x.

(ExistenCia de los recfprocos) Para cada ndmero x, distinto

e 0,.existe un'ndinero dnico tal que x = 1.
x

6., (Ley distributiva) x(y + z) =xy + xz

Los sIvientes teoremas fundamentales ildst?artin c6mosse utilizan

estos postulados en casosspncillos:

Teorema II-1. 'Si b = -a, entonces -b = a.

-4C17:aci6n: Por'A-5, b -a signifi a lo mismo que'a + b = O.

Por A-3, esto es lo mismo que b + a = O. Por A-5, estd es lo'mismo

que'a =' lb.
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Otra manera de enunciar este teorema es: -(r.a)

Teorema 11-2. Para cualquier'e, a .0 = O.

Demostraci6n:
a = a.1

= a(1,+ O)
= a.1 + a.0

= a + a-0

04-9
(A-4)
(D)

(M-4)

a

4,6ego por A-4 , a 0 = O.

Teorema 11-3. a(-b). = -(ab)

Dernostración:

ab + p(-$) = a[b + (-b)] (D)

= a 0 (A-5)

= 0 (Teorema 11-2)

luego, por A-4,,a(-b) = -(ab).

Como un caso especial de este telpgma, tenemos a(-1)= -a.

Definición., x -,y significarg x + (-y). Observa que, con

esta definición, a - a = O.

Teorema 11-4. Si a + b.= c, entonces a = c - b.

Demostraci6p:' Si a + b = c, 'entonebs

, (a +,b) + (-b) = c + (-b)

(a + b) + (-b) = a + [3 4- (b)] 1 (A:2Y

(A-5)

a (A14)
,

,Por consguiente,- a = c +-(-b) = c - b por definicidn.

Tedrema 11-3.- Si ab = 0, entonces o bien a = 0 6 b = O.
\ .

%

Demostraci6n: Para demoStrar el teorema, bastard mostrar que ,

t.,

si .a 0 0 entonces, bi= O. Supongamos, pues, Iue a'0 O. Entonces,

por M-5., 7
1 existe. Por lo tanto,

., a.

.

(ab) m. 1.0.. 0 (Teoremq A-II-2)
.

tambi6n,

.
.1(ab) = (1.a) b (M-2)
a

.. 1.b (M-5).

= b1 (M-3)
e .

... b (M-4)

Por consiguieftfe, b 0.

1.

fit
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Teorema 11-6. (Ley de cancelaci6n) Si ab:= ac y a 0 0,
entonces b = c.

Demostracidni Si ab =eac, entonces ab - ac O. Por
A-II-3, esto,es lo mismo gue.ab + a(-c) = 0, 6, por D, es lo mismo :
quef-a(b - c) = 0. Puesto que,a 4 0, aplicando el teoremi
tenemos que b - c 0. Por lo tanto, b =c.

Estos som so1amente algunos ejemplos del uso de los postulados
P

en.las demostraciones de teoremas algebraicos fundamentales.. General-
mente, en nuestro trabajo alObraicp.runtilizamos los postulados.
driectamente, sino que utilizamos propiedades tales como enun-
ciadas 9.1oS teoremas II-4.y I1-6,

Conjunto de problemas II

1. Demuestra cada uno de los siguientes teoremas:

a. .(-a) (-b) = ab "

b. a(b-c) = ab - ac

c. Si a - b = c, entonces a.= b."+'c.

d. (a,+ b)(c
r
+ d) = ac + ad + bc. + bd (Sugerencia: Como

primer paso) aplica D, conslderando (a + b) como un solo ndmero.)
2. Dadas las definiciones:
-0 '2 .v

x xx,
2 = 1 + 1,

demuestra que

(a + b) 2
= a2 + 2ab + b2

.

3. Demuesra que (a +.b)(a b)1, a
2

- b
2

.

4. Definición:s

Demuestra cada lino de los sigutentes:.

.a. (ab)71 a-1 b-1

a ac
c. F FE

d. (-071 (a-1)

a -a .

C.

a. c a +.

f FFF"--77
a c . ad 4- bo

g. r bd

.

t

A

e



Apendlce III

'NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

!--

III-1. C6mo demostrar sue un ndmero s racional

Por definición unndmero es raci nal si se puede expresar como
?

la razón de dos enteros. Por lo tentb, si. querews dempstrar que

un ndmero x es racional, tendremos que determinar dos enteros

p q Cales que x. -He aqul algunos ejemplos:
q

1 3
(I) El ntimero x +.7 es racional, porque

1 7 + 6 13

7 -17
Por tanto, x 2 donde p . 13 q . 14.

(2) El ndmero x = 1.23.es racional, porque

r123
1.23

100 '

que es la razón de los dos enteros, 123 y 100. (,

(3) Si el ndmero x es racional, entonces 2x también.ser.1

racional. (Es decir, el duplq de utLnOmero racional es siempre

racional.) Puesto que si

siendo p q enteros, entoncesserg

2x .

donde el numerador 21) y el denominador p son ambos enterts.
- 2(4) Si el namero x es racional, entonces el ntimero x +

3
Itambi6n

sçr racional. Puesto que si

entonces
2 2 .3p + 2gx + .

3q )

.

donde el numerador y el denominadorson ambos enteros.



A-1II A-10

(5) Si x es un ndmero racional, entondes x
2
+ x también

serif tn ndmero racional. Puesto que si

x

2

x2 x 27 + 2Lr.
q q

donde el numerador y -el denominador son enteros.

entonces

Con lunto de ptk1emas III-1

1. Muestra (file 0.2351 es un ndmero racional.
2 5

2. Mueptra que -5+ 7 es racional.

3. Muestra que si x es un ndmero racional, entonces.x - 5 tembién

serA racional.
,

4. Muestra que si x es racional, entonces 2x - 7 también serA racion
1 1

5. Muestia que -5 + -f7 es racional.

6. Muestra que la suma de dos ndmeros racionales cualesquiera es

un ndmero racional.

17 237. Muestra que (175-)(-0) es.racional.

8. Muestra que el producto de dos ndmeros.racionales cplesquiera
es un.ndmero racional.

3 239. Muestra que -7F es racional.

10. Muestra que el cociente de dos ndineros racionales cualesquiera
se

es un ndmero racionalo siempre y cuando el divisor sea distinto
de cero. 4

11. Dado que es'irracional, muestra que tambiep, es irracibnal

(Sug'erencia: Ahoraque Babes algo acerda de las demostraciones

indirectas, este problema te serAmás sengillo.)
1

Tr12.' Dado que ir es irracional, muestra qur k5 tambidn es irracLonal.
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13. Mufstra que el recfproco de Lxio ndmero racional distinto.de
cero es racional.

14. Muestra que el recfproco de todo ndmero irracional distinto de
-cero es irracional.

15. tEs cierto que la suma de un ndmero racional y un ndmero irracional
es siempre brracional? tPor qué lo es o por qué no lo es?

16. Os cierto que la suma de dos ndmeros irracionales es siempre
irraCional? 1POr qué lo es o por quOlo lo es?

,

17. 14010 podrfas decir acerca del producto de un ndmero racional yi
un ndmero irracional?

111-2. Algunos ejemplos de ndmeros irracionales
AEn la sección,anterior, demostrtros que en cieres condiciones

un ndmero ser4 racional. En algunos problemas,, demostraste que
partiendo de un ndmero irracional podemos obtener más ndmeros

irracionales de varies maneras. Sin embargo; hemos dejddo una
pregunta muy importonte sin contestar. tHabil algdn ndmdro irracional?

Contestaremos a esta pregunta mostrando que un ndmerb particular;
a saber, Nr2, no se.puede expresar come la razón de dos entetos.

, 0
Para demostrarla, primero necositamos edunciar algunas propiedades

de los cuadrados de enteros impares y enteros pares. Todo entero es
o bien par o-impar. Si n es par, entonces n es el duplo de dlgdn
entero k, y podemos

es impar, entonces al dividir por 2\obtenemos un cociente k y

un resto 1, de manera.que

!.1. k +
2 2

POr lo tanto,' podemos eàcribir

n 2k + 1.

.

Estes son las formulas tfpicas para hdmeros pares y ndmeros impa e

respdctivamente. Por ejemplo

3

of

L.
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6

1,

= 23 n 6; k = 3

7 =.2.3 + 1 n = 7,. k = 3.

.8 = 2.4 n, 8, k = 4

9 = 24 + 1 n 9, k 4 4,
s

y asf sucesivamente. Es fácil demostrar el siguiente teorems:

Teorema III-1. El cuadrado de todo ndmero 'impar es impar.

Demostración: Si n es impar, entonces podemos escribir

n = 2k + 1,

dond$ k es un entero. Cuadrando ambos mk

n

embrost obtenemos
22

(20 + 2.2k + 1
= 4k4 +.4k + 1.

El-miembro derechp ttene que se'r iMpar, deftdo a que e-st.4 escrito

en la forma

2(2k
2
+,2k) + 1;

es' decie, es el duplo de un egero, mils 1. Por lo tanto, n
2

es

impar, que es lo que tenfamos que demostrar.

Utilizando el III-1, podemos obtener inmediatamente otro

teorema: 1

Teorema 111-2. Si n2 es par, entonce's n es par.

Demostración: Si n fuera impar, entonces n
2

serfa impar, lo

cual es falSo. Por tanto, n es par.
1

Observa qua ésta es- 4a demostración indirects.

,Ahora estamos preparados pare empezar la demostración del

siguiente teorema:

Teorema 4-2 es irracional.

Demostraci6n: La' demostracidn será ipdirecta. Empezamos

suponiendo que Nr2 Cs racional. Demostraremos que estd nos conduce

a una contradicción.

'raso 1. Suponiendo que .12 es racional, se deduce que 12

puede Ser expresado como

onde la fracción 2 estA.reducida a swexpresión minimq .
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Esto es asi porque si se puede expresar 4-2 como uni fracci6n,

/Mentonces podemos reducir esa fraccion a su xpresieyinima divi-
diendo el numerador y el denominador por cua quiep/facior comdn
que tengan.

%

Por consiguiente, tenemos

reducida a suexpresiOn minima. De atti obtenemos
2

Ni
4 2 2-7

que a su vez nos da
2 2

2q. .

Paso 2. p
2

esspar, debido a.que p
2

es el duplo de un entero.

PasO 3. p es par, por el teorema 111-2. /

Por canto, decAmos que p 2k. Sustituyendo en la formula al
4nal del paso I, obtenemos

2
(2k) im 2q ,

lo cual signffica que

ror tanto,

Paso 4. q
2

es

4k
2

2q
2

.

i

2 2
2k .

debtdo a que 2

r

es el duplo de un entero.

Paso 5. q e ,par, pet el teorema 111-2.

Empezamos suponiendo que 4-2 era racional. Partiendo de esta

suposicItimi obtuvimos Nr2- E
, reducida a,su expresiOn minima. Luego

demostramos que p q eran.,ambos'pares. 'Por lo tanto, E no estaba
q

reducida a su expresiOn minima. Esta contradicciOn indica que nuestra

suposición inicial tiene que ser Salsa, es decir, '17 nd es racional.



it-14 ,

Con unto de prdblemas 111-2

Los problemas que siguen son mAs difici1es que la mayorif(1 de

los problemas del texto.

" 1. Adapta la demostraci6n de que 4-2- es irracional, para obtener

una demostraci6n de que cS es irraciopal. (Sugerencia: Empieza con

el her4ho cte que todo entero puede escribirse en una de las siguientes

formas:

O n

n 3k + 1

ft 3k + 2,

' y luego demuestra un teorema correspondiente al teorema-III-2.)

2. Obviamente, nadie puede demostrar que a es irracional, porque

44 ft 2. Si tratas de "demostrarlo" mediante una adaptaci6n de la

demostraci6n pare 427, Len qu6 pas° fallará esta demostraci6n?

3. .Wiestra que es irracional.

En realidad, la raiz cuadrada de un entero es otro entero o un

ndmero irracional, Sin emtrgo, la dembstración de este propiedad

t.

requiere mAs t4cnica matemAtica de la que disponemos. Problemas como

4ste se resuelven en una rama de la matemAtica llamada Teoria de LOS .

Nameros.

.1%

V

3
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Apéndice IV

CUADRADOS Y RAICES CUADRADAS

.Todos sabemos qué significa cuadrar un ndmero: se multiplca
el ramero por sf mismo. Sin embargo,.las propiedades .de las rafces

cuadradas .son un tanto artificiosas y el lenguaje que se emplea

para hablar de- ellas se presta a confusión. Aqui trataremos de

enunciar las prqpiedades y seftalar los escollos que se puedan presenter.

Decir que x es una refz cuadrada ciE a significa que

por e emplo,

2
x a .

2 es una raiz cuadrada- de 4,

3 es una raiz cuadrada. de 9,

- 2 es una rafz cuadraderdp 4,

- 3 es una rafz cuadrada de 9;

y asf sucesivamente. Quizás te preguntes por qué no abreviamos

estos enunciados utilizando el,signo radical. La raz6n es (como

veremos m4s adelante) que el signo radical significa algo un pop

diferente.

La siguiente es una propiedad fundamental del sistema de ,los

ndmeros reales:

T do ndmero positivo tiene exactamente una rafz

cuadrada positive.

Por ejemplo, 2
2

= 4, y ningdn ndmero ppsitivo excepto el 2 es

una rafz de la ecuaci6n x
2

= 4; 4
2
= 16, y ningdn numero positivo

,

,excepto el 4 es una rafz de la ecuación x
2
= 16; y asf suceskvamente'.,

#
Desde luego, si x es una rafr cuadrada de a, entonces -x

también lo es, debido a que (-x) 2
= x 2 Por.lo tadto, todo ndmero

positivo tiene exactamente dos rafces cuadradas., una poSitiva y.

la (Ara. negative.. El significedo delsigno radical se define asi:
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Si a es pusitivo, entonces 471 denota la.ralz cuadrada

poaitiva de a.
.

AdemAs, por 'definicie5n, 40

Por ejemplo,

y asf sucesivamente. Para indicar la ptra rafz cuadrada,es decir,

la rarz negativa, sencillamente ponemos un signo negativo antes del

signo radical. Por ejemplo:
.

4 tiene dos rafces cuadradas, 2 2-2.-

3 tiene dos rafces cuadradas, 41 43.

7 tiene dos rafces cuadradas, 4T

p.

I -,47.

Los dos enunciados siguientes se parecen, pero, en realidad, son

diferentes:

(1) x es una raft cuadrada de a.

(2) x =

El primer enunciado significa sencillamente que x
2.

= a. El

segundt significa no sdlo que x2 = a, sino que tambig xO. Por

Jo tanto, el segundo enunciado no es simplemente unAiforma abreviada

del primero.

Investiguemos ahora la expresi611041, donde x es distinto de

cero. ilay dos posibilidades:

2
I. Si x >0, entonces x es la raiz cuadrada positiva de x ,

6

y podemos escribir

vx

II. Si x-4 Of entonceS x es la rafz cuadrada negativa de x2

y ser(4 -x la rafi cuadradd positiva de x
2

. Por'consiguiente, para

!'x < 0, tenemos
VTt.2
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La ecuaci6n6k-..= x es tan sencilla.q41 casi phrece ser una

ley nlopural. Sin embargo, en,realidad,40cuación no siempre es

vAlida: es válida cuando x 0, y no lo es mando -3( <O.

Uniendo los casos I y II, vemos que, sin excepción, para todO
4oft

x tenemos
4

'1-3 z`

PatOver estol'abemos cotejarlo con la definición de lxi, en la

secci6n 2-3.
.1

Coniunto de problemas IV

iSugles de los siguientes enunciados son ciertos? iyor qu6 lo
son o par qu e. no.lo son?

vr7 -3

4- 1.414

1.414

vr77 - 1 5

(Aproximadamente)

,(Aproximadamente)

iyara 1u6 valores de la variable (si los hay) son wilidas las

stguiente$ ecuaciones? LPor qué?

I. ,\//(x 1)2 x

x

1)2 - U.
ro. .\/fx t)k; -Ix

H . \Ax 3); - "3)2
12. /lx 1- 3)1 = -(x 3)2

L. ,\/4(x 3 10( 1- 3)21
14. (X 1- 3) + 3)21

4
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Apéndice V

COMO DIEWAR FIGURAS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL-

V-1. pibujos sencillos

U curso de dibujo mecAnico tiene relaci6n con la represented&
preciä de objetos fisicos vistos desde diferentes lugares del
espacio. En la geometria, s6lo utilizamos dibujos,como ayuda en

nuestro razonamiento matemático. En este caso, no hay una manera
correcta Unica de hacer dlbujos, pero hay.algunas técnicas que por

,

su utilidad se han genralizado. Por ejemplo, el primer.dibujo

a la derecha es una represented&

tecnicamente correcta de una

pirAmide ordinaria, pues se puede

arsumentar que se estA viendo la

pirAmide desde arriba. Pe5p a

veces,Aibujos hechos cuidadosa-

mente no son tan dales como un

esquema .tosco hecho a mano. El

primer dibujo no sugiere tres

dimensiones, el iegundo si.

La primera parte de este exposición ofrece algUnas sugerencias

pare obtener métodos simples de dibujer figuras tridimensionales.

La segunda parte.introduce la técnica mAs elaborada de dibujar con
perspective. La diferendu entre los dos puntos de vista viene

sugerida por estos dos dibujos de una caja rectangular.

.41

,
3(_)j!-0;

.1
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En el primer drbujo se represent la base mediante/mtparalelo- ,

gramo'facil de dibujar. En el segundo dibujo, ia art:eta anterior

de la tase es paralela a ia arista posterior, ero'esta altima se

dibdfo más corta con la intend& de 9ue asf daria, la impresión

de estar "más leiana".

No importa cdmo se dibuje una caja rectangular, hay que sacrificar

algunas cosas. Todos los lingulos de un recuingulo sólido sot rectos;

pero al medir con un transportador, los gngulos de los dibujos ante-

riores se ve que dos'terceras partes de eltos no miden noventa grados;

EstamoS dtspuestos a no dibujar ángulos rectos como-Angulos rectos

a fin de hacer la figura como un todo más sugespiva.

Ya sabes que un plano se represpnta generalmente mediante un

Axe, paralelogramo.

*k;..
, un plano A.orizOntal de cual-

quiera de las maneras mostradaS

PaeHazonable dibujar

y dibujar un piano ventical asi:

Sin embargo, si queremos indicar dos planqs paralelos, no logramos

un buen efecto si dibujamos dos planos "horizontales" cualesquiera.

"ObServa que con el dibu)o de la derecha se logra un meior efecto que,

con el de la.izquierda. Tal vez prefieras adn..otro tipo de dibujo.

/
Se utilizan varios artIficios para indicar que una parte de.una

figura pasa por detrAS de Otra: Algunas veces una parte oculta se

puede 'simplemente omitir, otras'veces se indica:por medio de rectas

de trazos punteadas. A151, pues, una recta atravesando un piano

4'



se piede,dibujar de cualqui,era'de vrea-p dos manerds:

(.
Cada uno de los siguientes dibujos representa doq planos que se

intersecanl

I

El segundo es mejor que el primero, porque se muestra la recta de
\

. intersección y,las partes ocultas estAn.represdntadas mediante

'rectas de trazo. :Los dibuj6s tercero'y cuarto so*atin mejores,

porque mediante el empleo de ectJas paralelas, la recta,de,

interseccp5n se Ye ligadd'tanto al plano P como al piano Q.

A la derecha aparece un dibujo que
44,

tiene la yentaja d6 la 'Sendillez

y la desyentaja de Sugerir un plano

y un semipiano. En cualquier caso una

rectatA Lntersección es una parte de gran importancPa en una figura.

Suponte que s.leseamos dlbujar dos pianos que se intersecan, cada
a

uno de,los cuales es.perpendicular a un tercer plano. A 'contInuación

se muestra etapa por etapa un procedimiento apropiado para lograr

tal efecto.
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4.

Observa cóMo. ee han construido lds dltinios dos plans& partiendo ae
la recta de interseccion.. Un dibujo cympleto qu%,muestre todas las

rectas,ocultas es demasiado complicado para hacer'se con agrado. De

las flguras.qu aparecen a continuaciOn, la de la izquierda es mucho

Ws sugesLiva. v
1 ,

or

Una moneda de diez centavos, vista desde diferentes Angulos,

aparece asf:

Ni la primera ni la Ultima son una buena representación tridimen-

sional de un disco. Cualquiera de las otras es satisfactoria. Para

representar la base de un comp quizAs es mejor utilizar el más

estrecho de los óvalos dibujados.

Clertamente, nadfe puede'esperar Aue interpretemos la fikgura

siguiente 'como"la representación de un cono:
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continuación apa'recen otros.dibujos, cada uno con una

descripción ver6a1.

Uda recta paralela a un'plano .

Up cilindrp cortado por tin

piano paralelo su base.

Un cilindro cortado pOr un

0.ano no paralelo a su base%

Una pirAmide cortada por un

'piano paralero a su base:

4

A-V

Es Importante recordar que un dibujo no es ud fin en si, sino

que es simplemente unaayuda para entender la situaci6n geom4trica..

Debrus escoger la figura que irvainrpara este prop6sito; la

elección de una persona puede diferir d la de otra.

V,2. Perspecttva

Los rayos a, b, c, d;.e, f, .en la figura siguientp de la izquierda
7.

sugierent rectas coplanarias que se intersecan en V; los raybs

Correspoldientes en la figura cke la derecha sugieren réctas paralelas

en una ff.gura tridimensional. Al mirar esta Ultima figura, piensa

en una via Serroviaria y RD postes telefdnicos..
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La figura de la derecha sugiere ciertos principios que son dales

para hacer dibujos en perppectiva. /

1) Un conjunto de rectas paraletas'que se alejan del observador

se reprbsenta mediante rayos concurrentes;-como, por ejemplo, los

..rayos a, b, c, d, e, f. El,punto, en el dibujo, en donde los rayos

se_encuentran se llama el. "Punto de desvanecimiento",.

,2) Los seigementos conirbentes se dibujan mAs pequefios cuando

estAn más lejos del,observador. (Busca ejemplos en el dibujo.)

3) Rectas paralelas que son perpendiculares a la lfnea de visi6n

del observador se representan ene1 dibUjo mediante rectas paralelas.

(Busca ejemplos en el_ dibujo.)

No .sb necesita mucha habilidad'artfstica para utilizar estos-tres

principios.

Los pasos a seguir al hacer un esquema de un s6lidOrectangular
-

se uuestran a cOntinuación.-

Dibuja la cara Anterior como un

rectAngulo.

glige un punto de desvanecimien

y dibuja segmentos desde-ese

punto a los vértites. Omite lo

segmentos ocultos.

4
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0

Dibula aristas paralelaa a,las

de la Cara anterior. Finalmente,

borra las rectas de perspective.

Con esta técnica-se puede representar LIR solo plane horizontal

cemo la cara superior del s6lido anterior.

4.1

Un sollo piano Vertical puede ser representado mediante la cara

. anLerier o la card eLa derecha del cuerpo..

(

Deapas de esta breve'exposición de'dda puntoa de vista pare

hacer dibujos tridimensionales) de nuevo debemos darnos cilienta de'

que no hay.una luanera correcta nica de representaefdeas geométricas.

Sin embargo, cuantn más "real" queramos que a6lrezca nuestra figura,

mAs atenciOn debemos prestar atla perspectiva:, Un gran artiste como

lo fue Uepnardo da Vinci prest6 gran atención a la perspectiva.

Muthos de nosotros encontramos esto ya hecho cuando utilizamos

cAmaras fotogrAficas cerrientes.

Si estás intetesado en una e;cpusici6n más dotallada, lee algunos

libros acerca de dibujos o busca en 'una enciclopedia el votabIo

"perspectival.

f
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DEMOSTRACIONES DE TEMEMAS ACERCA DE PERPENDICULAWAD
4.

En la seed& 8-3 se enunciaron dos teoremaa, los/cuales
incluyen todos los casos de existencia y unicidad relacionados con0

la perpendicularidad de una.recta y un plano. Como se indic6 en,
aqueila ocasidn, hay *le probar echo casos distintos para lograr
estklitecer las,demostraciones de estos dos teoremas. A coatinuacidn

pr6sentaremes estos ca'Ses y demostraremos los gut adn no han sido
probados.

Primero enunCiaremos de nuevo los dos teoremas..

Teorema 8-9. ?or un 2u, nto dado pasa un perpendicular a. .,

unalrecta dada, y s6lo uno.

tr-Teorema 8-10. For un punto dado pasa una recta peipendicular

a un,p1ano dadQ,, y sdlo una.

Ahora consideraremus las ocho demostraciones en,uri orden siste-

mAtico: Si legs los teoremascuidadosamente, notarAs que hay muy

pocas diferencias en sus'enunciados vetbales; asf, la ausericia o

presencla del vocablo dfrio"4 la'susatución de. "a lo mis" por
II

al menos", o el'intereambio de loi vocablos "recta" y "piano".

Teorema Poe-un p1nto dado de una recta dada, pasa por-
Do menos,un plabe,perpendicular a esa.recta.,

Este es el Veorema 8-4, que ya se demostr6 en el texto.

TeOrema V1-2, Por un pUnto dado de una'recta.dada, pasa a le

ms un plano perpendicular a esa recta.

Este es el teorema. 8-6;-el cual ya .se demostr6.

Teorema Vfx3. Por un Punto dado exterior a,una recta dada, pasa

por,lo menos un,plano peipendicular a la recta.

31,,
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Dalo: La recta L y el punto P exterior a L.

Demostrar:1 Por el punto P pasa un piano E, siendo EiLL.

1 e-

Demo4traci6n:

(I) Por el punto P gasa una recta M perpendicular a L (brima

6-4). Sea Q el puntó de intersecci6n de las rectas M y L

; Contenidas en el plano.F (teorema

(2) Hay un punto R (figura 2) exterior a F (postulado 5b).

SeaGel piano que contieneaLyaR(teorema

(3) En G hay una recta N peipendicular a L en el punto 0

(teorema 6-1).

(4) SeaE el plano que contieneaMyaN. Entonces, EIL

par el teorema

Teorema VI-4. yor un puneawdado exterior a una recta dada,!pasa

:1 Lo más un plano perpendicular a dicha recta.

Demostraci6n: Suponte que hay dos planos El y E
2'

cada uno

perpendlcular a la recta L y en cada uno contenido el punto P.

Si El y E2 intersecan a L en el mismo punto Q, tendremos dos planol"

perpendibularea a L en el punto Q, y esto contradice el teorema

4 3
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Por otra parte, si El y E2 intersecan A L en dos pun'tos distintos

A.y B, entoncesrA y VA son Oos rectas distintas pasando por P y
perpendicudares a L, lo que contradice el teorema 64. En cualquier
caso obtenemos una contradicción, y, por.tanto, no es posibie que
haya dos pianos pasan4lo por P y perpendiculares a L.

Ejto completa la demostración del teorema 8-9. Los cuatro

teoremas siguidntes, los cuales se leen como lo; anteriores, con,los

vocablos "recte,y "plano" intercambiados, servirgn para demostrar
. el teorema 8-10.

Teorema VI-5. Por uti\punto dado de un plano dado, pasa por lo

menos una reCvta perpendicular al plano.

Demostración: Sea P un punto del piano E. Por el postulado 5a,

hay otro punto Q en E. Sea el plano F perpendicular a en el Punto

P (teorema VI-1).
(

Puesto que F interseca a E (en el punto P), su inttrsecci6n es

una recta M, Or el pOstulado 8. Sea L una recta de F(, perpendicular

a M (teorema 6-1),

Como Fl PQ, y L est4 en F y contiene a P, de la definicidn de

,una recta perpendicular a un platy), tenemos que Li PQ. Como ya

tentamos que LIM, del teorema 8-3 se deduce que LIE.

Teon V1-6. Por un punto.dado de un plano dado, pass a lo más

una recta perpendicular al piano.
4..

Demostraci6nr Suponte que'Ll y L2 son rectas diferentes, cada

r '
una.de ep.as prpendicular al plano E en el punto P. Las rectas

Li y L
2
ideterminan un piano F (teorema 3-4) que interseca a E en una

4 j
recta L. Entonces tenemos en F dos perpendiculares a L en el mismo

34
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Punta P, lo que contradice el , -1. . .
..

q
Teorema' VI-7.. Por un punto dado terior'a un.plano dada, pasa

po) lo menos una recta perpendicular al piano.

t.

Demostración: Sea P un punto exteriOr. al" plan() E. Sea Aw
cualquler punto de E,.y sea M una recta que pasa por-A perpendicular

a E (teorema VI-5).

Si M contiene a p, será la perpendicular requerida.

SiMno contieneaP, seaFel plano que contieneaMya P-

(teorema 3-3), y N la recta de interseccion de F y E. En F, sea

B el pie de la perpendicular desde P basta N (teorema 6-4

Sea la recta L perpendicular a E en,e1 punto B (tear ma

Por el teorema 8-8, L y M.son coplanarias, y, por lo ta to, L

estd contenida en F puesto que M y B determinan F.

En F?".1. 1N, ya que _LE y N estd contenida en E. Pue to que,

por el teorema 6-1, hay dna sola recta en F.petoendicular a N ea el

puntoT, L y Bp tienen que coincidir. Es decir, L contiene P, y,

p'or tanto, es'la perpendicular re4uerida.
0

Teorema VI-8. Por un punto dad exterior a .un plano dado, pasa

a lo mils'una recta perpendicular a Plano.
4

La demostración resulta ser palabra por palabra iddntica a la de

tearema VI-6, excepto por la sustituci6n de "en el punto P" pc1

"desde el punto P" y de."teorema 6-1" por "teorema
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EL SIGNIFADO Y US000 LOS'SIMBOLOS

A = B puede leerse como"A igual a B", A es igual-

B", "A igual B" (como en "Sea A = B"), y posible-

mente de otras maneras a fin de que.se ajuste a la

estructura del enunciado en el cual aparece el (

sfmbolo. Sin embargo, no debemos emplear el sfmbolo

en casos como "A y B son.="; el uso adecuado del

sfmbolo es entre dos expresiones. S4 dos expre-

siones estgn conectadas por el sfmbol

sobrentenderg que dichas-expresiOnes

.1a misma enO.dad matemática, en nu

se

resentan

aso ésta

serg o un ndmero real o un canjunEo de puntos.

"No es igual a". A # significa que A y B no

represeritan la misma-.entidad. Lasamismas varia-
.

ciones y advertencias que se hicieron acerca del

uso de = se aplican 01061 caso del uso de,0.

Estos sfmbolos algebraicos"familiares pars las

operaciones con ndmeros reales,no necesitan omen-

tarlos, Los postulados fundalrntales acerca de

ellos aparecen-en el Ap4ndice'II.

k Asi como =, estos sfmbolos pueden leerse de varias

maneras en los enunciallos. Por ejeMplo, A.< B

prde representar lo que estg subrayado en las

sgiientes frases: "Si A es menor .E.Le B", "Sea

A m nor _gut B", "A es menor .gue B implies", etc. .

Lo m smo 'puede decirse para los otros tres sfmbolos,

que le leen "mayor que", "menor que o igual a" y
11ma or que o igual a". Estas desigualdades se

ap can s6lo a los ndmeros reales. Sus propiedades

IP se encionaron brevemente en la seccidn 2-2 y con

m s detalles la,tn la secci6n

a
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4 7; A "Rafz cuadrada de y "valor absoluto de A".

Estos sfmbolos se estudiaron en las secciones

2-2 y 2-3 y en el Apdndice. IV.

Geomdtrico

Conjuntos de Una sola letra puede representar cualquier
puntos conjunto de puntos que estd ,bien definido. De

modo 'clue podemos hablar,de: punto P, larecta.m,

un semiplano H, una.circun erencia C, un fingu10

x, un segment6 betc.

La recta que contiene los dos pintos A y B

(pAg. 32).

113
f

'El segmento de recta cuyos extremos son A y B
, (pfig. 47). (

.
,

AB / Ea semirrecta cuyo extremo es A y que. COntiene
/ el punto B (pAg. 48).

z ABC , El Angulo cuyo vértJce es el punto B y cuyos

lados son las'semirrectas a y EC (pgg. 77).

A ABC El triAngulo cuyos vdrtices son A, B y C (pAg.

78).

LA(BC-D El Angulo diedro cuya arista es BC y cuyos rados/

tcontienen los puntos A y D (pAg. 302).

Wimeros reales

AB El'ndmero Tositivo que es la distancia entre/

lod'dos puntos A.y B, y tambidn la longitud'del

segmento de recta AB.(pAg.

inz ABC El ndmero real entre 0 y 180 que. es la medida

angular del LABC (pgg. 87).

44,
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Relaciones
4

.

. .

Congruencia.. A w B se lee "A es congruente a

B", pero deben tenerse en cuenta las mismas

pOstbles variaciones y restricciones que en ei

caso de A E. En el texto,, A.y B pileden ser

dos segmentos (pig. 114), dos ingulos.(pfig. 114),

o doS triingulos (pig: 116), no necesarigimente

distintos.

Perpendicular: A_LB se lee 4A es perpendicular

a B", y en este daso"pueden afiadirse los mismoS.
,

comentarios que en el daso de a. A y B pueden .

-ser d'bien dos reps (pig. 92), dos planos

(pig.'305), o vna recea y un plano 231).

Paralelo. A II B se lee "A es paralelo a B"

siendo vilidos en este caso los mismos comen7

tarios que para v. A y B pueden'ser o bien ,101,03

rectas (pig. 251), do's planos (pig. 295), o

una redta y un piano (pig. .295).

a
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Lista de Postulados
4

4.

'Poqtulado 1. (pAg.42) 'Dadostdos puntos diferentes'cualesquiera,

habrA exactamente una'recta que los_contenga.

Postulado 2. (pAg. 36) -(Postulado dèia distancia:)' A cada

-.par de puntos diferentes correspon44.un n4mero.positivo

Postulado 3. (pAg. 38) (Positlado de la'regli0 Podemos esta-
.

blecer una correspOndenciaentre los puntosIde una recta y los

ndmeros.reales R manera que.

cada Punto de 1A'recta correSponde exactamen *un ndmero

real,. . 4
(2) A cada ntimero real'corregion0e exactamente un-punt e

la-recta, y
.

(3) La Alstailcia entre."dos Puntos es el valat abs6luto de la,

diferencia 4 los n&eros coriespondientes.
, .

Postulad0:4: '.(pAg42)- .(E1 posolado de colocaciOn de la regla.

°Dados aOs puntos,P'y Q ae una )acta, se puede- escoger el siatema

de coordOadas de manera tal que la coordenada de P sea cero y la

coordenada:deA sea.poSitiVa. ,

Postulaao 5. (pág.

JO. .Todo plano contiene por lo menos tres puntos que no estAn

atineados
. (b). El. espacio contiene Tor lo menos cuatro puntos que no esfAn

en un planO. '
. \

Postuiado. 6. (pAg. 61). .Si dos puntos estAn en un piano,.

entonces la recta que los contiene está en eImismo piano. .4'
k-

. Potulaao 7. (pAg. 6?) Tres puntos cualesquiera están por lo

menos en'un,plano, y tres puntOs cualesquiera np:alineados estAn

exactamente en un piano. Más brevemente, tres,puntos cualesquieka

son copitanarios y tres puntoS oualesquiera no alineadqs determinin
,

un plano.

..-----,Rostulado 8. (pág 63)" Si dos planosAiferentes se cortan,

'440nterselcidn es uha reCta.
0

Postulado 9. (pAg..69) (El postulado de separación del *Arlo.)

#. Pc

°
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Se da unVretir y'un plano que la contiene. Los puntos del plano

,que no estAnien la 'recta forman dos.conjuntos tales que (1) cada

uno.d6 lbs conjuntos es canvexo, y (2) sl P estA en un conjunto y.

Q en el otro,,entonces el segmentO PQ corta a la recta.

Postulado 10. .(pAg. 71) (PostuladO de separad&Ael espac

'Los puntos del espacio q e no estgn en un plano dado forman dos

conjuntos tales .4ue (1) c da uno de los conjuntos es Convexo y

(2) si P estA en un conjunto y Q. en el otro,rentonces el se$mento

PQ carte al piano.

Postulado'll, .(pgg. 86) (El,postulado de la medida de gngulos.)

A 'cada Angulo LBAC le corresponde un ndmero real entre 0 y.180.

Postulado 12. (pAg. 87) (Elpostulado de-la 'construed& del

Angulo.) Sea AB un.rayo de la arista del semiplano'H. Para cada

ndmeto r .entre 0 y 180 hay exactamenteun rayo ii1), con P en H, tal

/
que mzPAB = r.

Postulado "2. (ph. 87) (El poStUladode.la adición de gngulos.)

Si D es un punto en el interior del LBAG entonces

mtLBAC = rnL BAD mz, DAC.

Postulado 14. (pAg. 88) .(E1 postuladb del suplemento.) Si dos

Angulos forman un par lineal, entonces son suplementarios.
A

Postulado:15.. (pAg. 120) (El postulado L.A.L..) Sea G una

correspondencia'entre.dos triángulos (o la.de un, triAngulo consigo

mismO).. Si dos lados y el Angulo comprendido del primer )rigngulo
_ .

son congruentes a las:p#tes correspondient4s del segundo trigngulo,

entonces la correspondencia G es una congruencia.

Postulado 16. (pAg..-261) (El,postula0de las paralelas'.)

Potun punto externo dado hay.a lo sumo una recta paralela a una

recta dada. ,./
.1
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Lieta_de Teoremas Corolarios

Teorema 2-i. (pAg. 44) Sean A, B, C tres puntos en una *recta,

cOn coordenadas x y, z. si x-cy-<z, entonces B estd entre A y C.

TeoreMa 2-2. (pdg. 46) Para cada ttes puntos cualesquierade
.

Ia misma recta, uno de ellos eAard entre los otros dos.

Teorema 2-3. (pdg. 47) De cada tres puntps diferentea detla

misma recta, 'solamente uno estard entre los otros dos.

Teorema 1-4. (pAg. 49) (El teorema de la 1oca1izaci6n de

i/punws.i Sea AB'un rayo, y sea x un Nuimero 'positivo. Entonces.
1

existe exactamente umpunto P en atal que AP = x.

Teorema 2-5. (pAg. 50) Todo segmento tiene exactamente un

punto medio.

Tgoreml 3-1. (pAg. 59) Dos rectas.diferentes se.intersecan

a 16 sumo en un punto.

Teotema 3-2. (pAg. 61) Si una recta interseca a un plano que

.no la c entonces la 1ntersecc1dn serd'un "solo punto.

ema 3-3.00P(pdg. GZi DaddiAina recta y un puñto fuera de ella,

hay exactamente un planolque los contiene a ambOs.

Teorema 3-4. (pAg.,(2), Dadas dos rectas que se cortan,hay

exactamente un piano que las contiene.

Teorema 4-1. (pAg. 95) Si dos Angulos son comPlementarios,

entonces ambos son agudos.

Teorema 4-2.. (pAg. 95) Todo Angulo es vongruente consigo

mismo.
,

Teorema 4=3. (pdg. 925) Dos Angulos rectos cualesquiera sOd.
f

congruptes.

Tdoremp 04. (pAg. 9.)- Si dos Angulos son a la Vez congruentes

y suplementartos, entonces- cada uno de ellos'es un Angulo recto,

Teorema 4-5. (pdg. 95) Los suplementos de dngulos.congruentes'

\41,144son'congruentes( 0 ,
4.

o
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Ieorema (pAg. .94) Los coMplementos de Angulos congruentes

son congruentes.

Teorema 4-7. (pAg.
. 6

congruentes.

$ 1 Los Angulos opuestos por el v4rtice son

Teorema 4-8. (pAg. (h) Si dos rectas que se tortan forman un

Angulo recto, entonces forman cuatro Angulos rectos.

Teorema 5-1. (pAg. 114) 'Todo segmento es congruente consigo

mismo.

Teorema 5-2; (pAg, 15)4) Si dos lados de un triAngulo son

congryentes, entonces los Atigulos opuestos a estos lados son

congruetittes.

, Corblario (pAg. 156). Todo triAngulo equilAtero es

Teorema 5-3. (pAg. 156) Todo Angulo tiene ex:actamente una

bisectriz.

Teorema 5-4. (pAg. 140) (El teorema A.L.A.) Sea G una

correspondencia entre dos triAngulob (o entre un triAngulo. y 61

mismo). Si dc4 Angulos y el lado comdn del primer triAngulo son

congruentes a las partes "correspondientes del segundo triAngulo,

entonces la correspondencia,G ,es una congruencia.

Teorema 5-5. (pAg. .141) Si dos Angulos de un triAngulo son

congruentes, los lados opUestos a estos AngulOs son congruenies.

Corolario 5-5-1. (pAg, 141)% Un triAngulo equiAngulo es

eqoilAtero.

Teorema 5r6. (pAg. 1)11)) ,(E1 teorema L.L.L.) Sea G un'a

torrespondencia entre dos triAngulos (o entre un triAngulo y

mismo). Si lop tres pares de lados correspondientes son congruentes,

entonces la correspondencia G es una tongruencia.

Teorema 6-1. (pig. 179) En un piano dada, y.por tin puftto dado

de una recta dada en el piano, pasa una y solsmente una recta

perpendicular a la recta dada.

>

Teorema 6-2. (pig. 181) La mediatriz de un segmento, en un plan

es el conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de los

extremos del segmento.

3 U



Teorema 6-3. (pAg.-185) Desde un punto externo dado, hay a 10

sutho una recta'perpendicular a una recta dada.

Corolario 6-3-1. (ph.. 184) A lo bumetin Angulo de un triAngulo

puede ser recto.

Teorema 6-4. (Pig. 184) Desde un pun/o externoedado, hay por

lo menos unaotecta perpendicular a una recta dada.

Teorgma 6-5. (pAg. 195) Si M estA sobre la recta L, entre

A y C, entonces M y A estAn al mismo lado de otra recta cualquiera

L' que'contenga a C.

Teveme 6-6. (pAg, 195) Si M estA tntre,A.y C, y B es cualquier

punto fuera. de la recta AC, entonces M estA.ed. el interior de LABC.

Teorema 7-1. (pAg. ,w6) (El teorem del Angulo externo.) Un

Angulo externo de un triAngulo es mayor qt cigalquiera de los Angulds

internos no contiguos.

Corolirlp 7-1-1. (pAg. W9) Si un triAngulo tiene un Angulo

feat), entonces los otros dos Angulos son agudos.

Teor.ema (pAg. W47%-(E1 teoremai.A.A.) Sea G una corres-

pondencia entre dos triéhgulos. Si dos Angulos y el ladocpuesto

a uno de ellos.en un triAngulo son congruentes con las partes orres-

pondj.entes del segundo'triAngulo, entonces la correspondencia G es

una congruencia.

Teorema 7-3. (pAg. '211) (El teorema*de la hipotenusa y el

cateto.) Sea9(kina correspondencia entre dos triángulos rectAngulos.

, Si la hipotentasa y un cateto de un trangulo son.congrOentes con

las parles correspondieites del segundo triángulo, entonces la ,

correspondencla G essuna..congpencia.

. Teorema 7-4.. (pAg. 21e Si dos dos de un triAngulo nason

congruentes, entonces los Angulos o estos a estos lados no son
..

congruentes, y el Angulo mayor es 1 opuesto al lado mayor.

Teorema 7-5. (pAg, 214) Si d) Angulos de un triAngulo no-son6
e

congruentes, entonces los lados opue tos a ellos no son congruentes,

y el lado mayor es el opuesto al'Angulo mayor.

Teorema 7-6. (pAg. 219) El segmentO mA0 corto que vs desde un
. #

punto a una recta es el segmento perpendicular a lajlecta. ..

,

I.
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Ileerema 7-7. (pAg. 219) (La desigualdad del triAngulo.) La

'guma de las longitudes de dos .lados cualesquret4 de un triAngulo

es mayor que la longitud,del tercet lado.

Teorema T-8% (pág. ?,!0 Si dos lados de un triAngulo son

congruentes respectivamente con dos lados de un segundo triAngulo,

y el Angulo comprendido en el primer,triAngulo es mayor que,el

ingulo comprendido en el segundo, entonces lado opuesto ,del primer

triAngulo es mayor que el lado opuesto del segundo..

Teorema 7-9. (pAg., 224) Si doslados .de un triAngulo son

congruentes respectivamente con dos lados de un segundo triAngulo, y

el tercet Iddo derprimer Crigngulo es mAs largo que el tercer lado

del segundo,,-tntonces el Angulo-comprendidoen el ptimer triángulo

'es mayor que el Angulo comprendido en el segundo.

Teorema 8-1. (pAg. 2Y)) Si cada uno de dos puntos de una recta

estA equidistante de dos puntos dados, entonces todo punto de 1;C,

recta estA equidistance de los puntos dados.

Teorema 8-2. (pAg. 2')()) Si cada uno &Ie tres puntos no alineados

de un plano equidista de dbA puntoi, entonces todo punto del piano

equidista de estos dos puntos.

Teonema 8-3. (pag. 2.M Si una recta e's perpendicular a coda

una de dps rectas. 'Tie se cOrtad, en su punto de intersecckón,

entonces es perpendicular al planu de,esas rectos.

'Teorema 8-4 (pAg. 24j) Pot un pun6 en una recta dada pasa un

piano perpend*cular a Aa

Teorema 8-5. (pAg. ?Ai) St una recta y un planoPson.petpen-
.

diculare5 7 entonces elplano contiene todas las'rectas perpendiculare

a 14 recta dada en su punto de intersección con el piano dado.
;*

on

Teorema 8-6. (pAg. X45) Tor un punto.en una recta dada hay a
s

lo mAs un pimp perpendicular a la recta. . .

Teorsma 8-7. (pAg. 24-5) El plano p erpendicular que.biseca a ,un-

segmento es el covjunto de todos lop fotonttis-equidis,Cantes de los
.

extremos.dcl segmento.

Teorema 0-8 (pAg. !)14) Dos

estAn en un mis* Ritmo.

rectos perpendivulares al Mipmo pla

,
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Teo cnii°13..9 , (pág. 211t,) Por un punto dado pasa. un piano y

solam uno, pqcpendicular.a una recta dada.
. .

Teorema 8-10v (pAg. 2.)11) Por un punto dado pasa una recta y

solamente una, Rerpendicular, a un4lano gado.

Teorema 8-11. (pig.,2)I0' El segmento' mgs corto a un piano

desde un punto fdera del plano es el segmeRto perpendicular.

Teorema (pgg. 21,) Dos rectas paralelas estAn en exacta-
.

mente un piano.

Teorema 9-2, .(pAg. n2) Dos rectas en un plano son paralelas

si ambas 'son perpendiculares a la misma recta.

Teorema 9-3. (pgg. 21,5) Sea L una recta, y aea P un punto que

no estA en L. Entonces hay al menos Una recta, que pasa por P y 'es

paralela.a L.

Teorema 9-4. (pAg. 21,[,) Si dos rectas son cortadas por Lula

secante, y si un par de gngulos alternos internos'son congruentes,

entonces el otro par de Angulos alternos internos son tambiAn

congruentes.

Teorema 9-5. (pgg. 2,,6) Si dos rectas son cortadas por una

secapte, y si un par de Angulos al nos internos son congruentes,

entonces, las rectas son paralelas.

TeoFema 9-6. (pgg. 261) Si'dos rectas son cortadas por una

secante, y i un par de Angulos correspondientes son congruentes,

entonces los otros tres pares de gngulos correspondientes tienen

la misma propiedad.

Teorema 9-7. (pgg. 261) Si dos rectas son cortadas por una

seean e,y s) un par de gngulos correspondientes son congruentes,
(-7

'entoncea LA's rectas.son paralelas.

Teorema 9-8, (pfig. 262) Si dos rectas paralelas son cortadas

por una secante, entonces los gngulos alternos internos son

congruentes.

Teorema*9-9. (pgg. ',).6.5) Si dos reCtas paritlelas son cortadas

por una aecante, ctida par de Angulos correapOndientes son

congruentes.
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Teorema 9-10. (pAg. 2(i5) Si 'dos rectas paralelas son

cortadas por.u.na.secante, los Angulos internos a un mismo lado.

de la secante son suplementarios.

Teorema 9-11, pfig. 2(4) En 'un plano, claw reotas paralelas

a la misma-tecta.slin p4ralelas entre sf.

Teorema 9-12. .(pAg.. 264) En un piano, si una recta es

perpendicular a una de dos rectas paralelas, es perpendicular a la

otra.

Teorema 9-13. .(pAg. 266) La-suma de las medidas de-los Angu19s

de un triAngulo es 180.

'Obrolario 9-13-1.. (pAg. 267) Sea clods una correspondencia entre

dos triAngulos. Si dos pares.de Angulos correspondientes son

congruentes, entonoes e1 tercer par de Angulos correspondlentes son
.

tambifin congruentes.

CorolariO 9-13-2. (pfig. 268) Los Angulos agudos de un triAngulo

rectAngulo son complementarios.

Corolario 9-13-3. (pAg. 268) En todo triAngulo, la medida de
.

un agulo externo es la suma de las medidas de los dos Angulos

.internos no contiguos.

Teorema 9-14. (pAg. 275) Cada diagonal separa a un paralelo-

gramo en dos trifingulos congtuentes.

Teorema 9=15. (pAg. 2115) En un paralelogramo,,AoS lados

'opuestos cualesquiera.gon congruentes.

Corolario 9-15-1. (pAg. 275) Si L111 L2 y si P y Q son dos

puntos cualesquiera en Ll, entonces las distancias de,P, y Q a .L2

son vi guales.

Teorema 9-16. (pAg. 275) En un paralelogramo, dos AngulOs

opuestos cualesquiera son congruentes.

leorema 9-17. (Nig. 273) En un paralelogramo,.dos Angulos

consecytivos cualesquiera son suplementarios.

Teofema.y-18. (pAg. 273) OLas diagonales de un paralélogramo

se blsedan.

-
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Teorema 9-19. (pfig. 274)- Dado un cuadrilAtero en el qt.w.

ambos pares de lados opuestd% son congruen.tes, entonces el

cuadrilAtero es un paralelograma.

Teorema 9-20.' (pAg. 274) Si dos lados de un cuadrilâtero spn
paralelos y congruent s, ntonces el cugdrilAtero es un paraley-
gramo:'

Teorema 9-21. (p 04) Si las diagonales de un cuadri1A-

tero s.e bisecan,Atonces el.cuadrilAtero es un paralelogramo.

Teorema 9-22. (pgg. 274) El segmento entre los dos puntos

medios de dos lados de un triángulo es paralelo al tercer lado y.

tiene la mitad de su longitud.

Teorema 9-23. (pAg. 276) Si un.paralelogramo tiene utiAngulo
t

recto, enton6es tiene cuatro gngulos rectos,-y el paralelograma

es un rect6ngulo.

Teoretha 9-24. (pAg. 276) En un rombo, laa diagonales son

perpendicufares entre sf.

Teorema 9-25. (pfig. 276) Si las diagonales de un cuadri1A-

tero se bisecan y son perpendtculares, entonces el cl6dri1Atero

es un rombo.

Teorema 9-26. (pgg. .281) Si tres rectas paralelas,recortan

begmentos cong4entes en,una secante, entondes recortan segmentos

Cortgruentes'en cuaiquier otra secante.

Coro1ario.9-26-1. (pAg: 283) 6i tres o mgs rectas paralelas.

9

.

recortan segth
)

entos ongruentes en una secante, .entonees recortan
i

segmentos congraentes en cualqUier otra secante.
.

Teorema 9-27. (pgg. 2841) Las medianas de un trifingulo son

concurrence4 s en un punto que estd a dos tercios de la istancia.,

de cualquier vfirt4ce al punto mddio del lado opuesto.

Teorema 10-1. (p6g. 296) St un plano corta a dos pianos

parglelos, entonces la intersecci6n consiste on dos rectas paralelas.

Teos#Ma 10-2. (p4g. '1)6) SL uni recta es perpendicular a

uno de dos\plapos parllelos, el perpendicular al otro.



Teorema 10-3. (Nig. 297) Dos planos perpendiculares a la

misma recta son paralelos.

Corolario 10-3-1. (pgg. 297) Si dos planos son paral os a

un tercer piano, son paralelos entre gf:

Teorema 10-4. (pgg. 298) Dos rectas perpendiculareS al mismo

plano son paralelas.

Corolario 10-4-1. (pgg. 2985 Un plano yerpendicular a una

dos' rectas paralelas es perpendicular a la0otra.

Corolario 10-4-2. (pgg. 298) Si.dos rectas son paralelas a

l
--

una ..Lercera, son paraleas 6nt e sf.

;Teorema 10-5. (pgg. 299) Dos piano's paralelos son equidis-

tantes en toda su extensie5n.r

Teorema 10-6. (plg. '504) Dos fingulos rectilfneos alesquiera

de un gngulo died dado son congruentes. .

Corolario 1ik6-1. (pgg. 505) Si una recta es icular

a un plano, entobncesicualquier plano que contenga est recta es

perpendicular at piano dAgo.

Corolario 10-6=2. (pgg. 305) Si dos planos son perpendiculares

entonces cualquier recta en uno de ellos perp cular a su recta

de interseccidn, es perpendicular al otro pl no.

Teorema 10-7. (pgg. 509) La proyecci6 de'un recta sobre

un plano es unalrecta, a menos que la rect y el piano sean

perpendiculares.,

.,
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Indice de Definiciones

Para los términos geomdtricos definidos con precisi6n, la
referencia dada en este Indice corresponde a la definicidn formal.
La ieferencta correspondiente a los demgs tgrminos alude a una

definicicin informal o a la discusión mAs destacada sobre ellos.

a lados opuestos, 70
al mismo lado, .70
agudo, gngulo.,

alabeadas, rectas,
alineado, 58

alternos internos, gngulos, 254
altura

de un trigngulo, 226, 227
Angulo (s), 77

agudo, 92

alternqs internos, 254
bisectriz de, 156

complementarios, 92
c6ncavo,. 84, 8r_,

.coAgruentes, 92, 114
consecutivos, 272
correspondient,es,
diedro, .502

diedro recto, 505
:exterior de, 79
externo, 20,5

interior de) 79 (

internos no contigUos, 206
lados de, 77
llano, 84
mddida dT,
obtuso, '92
opuestos, 272

opuestos por el vértice,
rectilineo, 504
recto, 92

suplementarios, 88
vgrtice de, 77 :

EO:ista (Iv un semiplano, 70
b se6ar, 50, 1;6
bi ectriz de un Angulo, 136
.ca a de tin semiespacio; 71

3 6
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centroide, 285
cfrculo vicioso, 1'5
complementarios, fin ulos, 92

complemento, 92
c6ncavo, Angulo, 84
conclusi6n, 65

, congrupncia, 103
congruencia idSntica, 106, 114
congruentes

AngUlos, 92, 114
segmentos, 114

_

triAngulos, 104, 116
conjunto (s), 15

auxiliares, 188
concurrentes, 284
eonvexo, 67
elemento de, 15
intersecci6n de, 16

miembro de, 15

reunión de, . 18,

vacfo, 19
)consecutivos fr

Angulos, 272 t,

kados,. 272
coordenadas

. de un punto, 39

bistema de, 39

coplanarios, 58
.

corolafto, 136

cOrrespondencia, . 104 ,

correspondencia biunfvoca, 104
cOrrespondientes,Angulos.,1 260

'cuadrado,' 276
cuadrilAtero, 271

fingulos consecutivos de, 272

ngulos opuesvs de, 272

diagonal de, 27 ?

lados conseeutivos de, 272

cubo, 240

chiringa, '279
demostraci6n ..

de existencia, 176
del teoremayecfproco, re15

.. de unicidad, 176

I
forma de doble columna, 123

indirecta, ,170
. redacci6n de, 122

3 6,



: desigualdadd, 25
diagonal, 272
diedro, Angulo, 502 (

Angulo rectilfneo de, 304
artsta de, 502

cara de, 302

medida de, 3P5
distancia,, 55
distaucia entre

dos rectasvaralelas, 275
Lin ovnto y una rectiam 219
un pUnto y un plano, 246

enteros, 25
'entre, 4 5

equiAngulo, triAnguio, 155
equilAtero, triAngulo, 135
escaleno, triAngulo, 155
espacio, 57

iexistencia, demostraci6n de, 176
exterior

de un Angulo, 79
de un triAnguLo, 8c):"

. externo, Angulo, 205
extremo (s)

de un rayo, 48
de un segmento, 48

Geomettfas No Euclrdeas; 262
hipptenusa, 184
hip3tesis, 65
idAntica, congruencia, 106, .114

indirecta,,demostración, 170
interior

de un Angulo, 794 (

de un triAngulo, 80
internos no contipos, Angulos, 205
interposicftn, 194
intersecar, 19
intersecci6n de conjuntos, 16,

irracionales, ndmeros, 24

is6sceles, triAnguld,: 134
,lado (s)

de un
de un
de un
opuestos,

lema, 209
longitud

de un segmento,

Angulo, 77

Angulo diedro,
triAngtilo, 78

272

48

302



A

llano, Angalo, 84
mediana

de un trapecio, 278
de un triSngulo, 157 A

mediatriz, 181
medida

,de la distancia, 52, 36, 58

de un Angulo, 8r,, 87

de un Angulo diedro, 505
ndmeros

irracionales, 2

negativos, 205 /

positivos, 205.

racionale8, 25 .

reales, 24

oblicuas, rectas, z1).8

obtuso, Angulo,' 92
opuestos .

Angules, ',72
. .

A

so t

at.

.rayos, 49
lados, 272

opuestos por el v4T-6.ce, Angulos, 95
ordenación, 21,

postulados de, 205, 204, 205
par lineal,
paralelogramo, 275
paralelos (as) .

planos,
rectas, 2c,1

rectas y pianos,
peifmetro

de un tiAngulo, 291
perpendiculares

planos, 502

reetas,
recta y pleno, 251

plano(s), 10

p Nesielos, E,

pendiculares, 302
pbsoliado(s), 9

de ordenación, 203, 204 205

proyeccidn
de un punto, . 508
de una recta, 309

punto, 10

.punto medic), t-;()

racionales, ndmeros, 2)
tafz cuadtada, ?(-3

,

3bu
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rayo(s), 48
extremo de, 48
opuestos, 49

reales, ndmeros, 24
reales negatiyos, ndmeros! 205
reales positivos, ndmeros, 205
rectproco, teorem.e, 215
recortar,:'281
recta(s),,

alabeaclas, 251
oblicuas, 48
paralelas, ,251
perpendiculares, -92

rectgngulo,
rectilfneo, Angulo, :504

'recto

Angulo, 0,
Angulo diedro,

regla
reuni6n de conjun 18
-rombo, 275
secante, 254
segmento(s),

,-
congruentes 114'

mediatriz de, 181
.semiespacio,_ 71

cars de, 71.
semiplano, 70

Varista de, yo
sep-araci6n, 194
si - entonces, 0)
Si y solamente si, 216
sistemci de coordervadas, 39
subconjunto, 15
suplementarios, Angulos, 88
suplemento, 88
eorema, 8P

tdrminos no detinidos, 9, 10
trapecio, 272
trigngulo(s), 78

alt ra de, 226'
bi ectr z de un gngulo de, .137

1

centroifle de, 285
congru tes, 104, 116
equign ulo, 155
equilgtero, 135
escaleno, 135
eIcterior de, 1!)

irilterror del 79



isósceles,, 134, 135
4a0os de,
mediana de, 157
parcialmente suhrpuestos, 129
perfmetro 0e, 291
rectAngulo, 184
Artice de, 78

unicidad, demostracidn de, 176
vacro, conjuntp, 19

valor .absoluto,
vértice

de ui ngulo, 77
de un triangulo, 78

0
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